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Unter der Presse (*) bez. lu V orbereiiuLig: 

M. Böcher, über die reellen Lösungen der gewÖhnUchen Hnearen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung. 

H. Broecker, Lehrbuch der Versicherungsmathematik. 

G Castelnuovo und F. Enriques, Theorie der algebraischen Flachen. 

M. Dehn und P. Heegaard, Lehrbuch der Analysis Situs. 
*F. Dingeldey, Sammlung von Aufgaben zur Anwendung der Di m-r<^ntial- und 
Integralrechnung. In 2 Teilen. II. Teil. 

Lehrbuch der analytischen Geometrie. 

Kegelschnitte und Kegelschnittsysteme. ^ /^^ , „ ,, , ,^^ f. 

G. Eneström (in Verbindung mit anderen Gelehrten), Handbuch der lie- 
schichte der Mathematik. 

P. Engel, Einfühmng in die Theorie der Transformationsgrnppen. 

P Enriques, Prinzipien der Geometrie. 
♦Ph. Porchheimer, Lehrbuch der Hydraulik. 

J. Fredholm, die Integralgleichungen und ihre Anwendung aul die mathe- 
matische Physik. 

B. Pueter, komplexe Multiplikation. , .1 ,. -. * ^. a 

Ph. Purtwängler, die Mechanik der einfachsten physikalischen Apparate und 
Versuchsanordnungen. 

M. Grübler, Lehrbuch der hydraulischen Motoren. . . , x.. 

J. Grünwald, Abriß einerGeometrie der orientierten Linienelemente in derLbene. 

j! Harkness, elliptische Funktionen. ^,l ^ .^. 

G. Herglotz, Lehrbuch der Kugel- und verwandter Funktionen. 

P. Hertz, Lehrbuch über statistische Mechanik. ^r ^ - 1 v 

K. Heun u. v.Mises, die kinetischen Probleme der modernen Maschinftulehre. 

G. Jung, Geometrie der Massen. 

H. Lamb, Akustik. _, . , ,1.1 a ^i • 

G. Landsberg, Voriesungen über die Theorie der algebraischen Auflosung 

der Gleichungen. ^^ . t « ü« j u t^a 

*R von Lilienthal, Vorlesungen über Differentialgeometrie. In 2 Bänden. 11. Ud. 

a' Loewy, Voriesungen über die Theorie der linearen Subsfeitutionsgruppen. 

H A Lorentz, die Elektronentheorie und ihre Anwendung auf die Erscheinungen 

' 'des Lichtes und der strahlenden Wärme. Aus dem Englischen übersetzt. 

♦G. Iioria, Voriesungen über darsteUende Geometrie. Deutsch von Fb. Schütte. 

In 2 Teilen. IL Teil. t t> j t *> rr 

*R. Mehmke, Voriesungen üb. Vektoren- u. Punktrechnung. In 2 Bänden. I, 2 U. 

W F Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie. In 2 Bänden. H. Band. 

A Pringsheim, Voriesungen über Zahlen- und Funktionenlehi-e. In 2 Banden. 

c! Segre, Vorlesungen über algebraische Geometrie, mit besonderer Benick- 

sichtiguug der mehrdimensionalen Räume. 
P. Stäckel, Lehrbuch der allgemeinen Dynamik. 

Differentialgeometrie höherer Mannigfaltigkeiten. 

K. Th. Vahlen, Elemente der höheren Algebra. 
^' Vr '^ ■ dpien der rationellen Mechanik. 
' ,• und Abwicklung der krummen Flächen. 

*A G W e Dster 'Partial Differential Equations of Mathematical PhyeicB. (Englisch.) 
*_U Lehrbuch der Dynamik, als Einführung in die theoretische Physik. 
f. .1 1 ... A,.o^,.k^ yon c. H. Müller. In 2 Teilen. 
^ Yi ruppen linearer Transformationen. 

W. "Vviiuxi.^v.x, c.., ^^'-^if^ Funktionen und ihre Integrale. 

—1 partieUe Diffe ichungen. ^ ^ ^ 

*H, GtZeutOien, di. nden Methoden der Geometrie. 

99^ Nähere Angaben über obige Werke befinden sich m meinen „Mitteilungen" 
5^ j, ■ n Katalogen, die ich zu veriangen bitte. Verlagsanerbieten 

fQj. *(ji, A erden mir jederzeit willkommen sein. 
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Yorrede zum zweiten Teile. 

Zweck und Plan dieses Bandes sind durch seinen Titel klar aus- 
gedrückt: sein Zweck ist, zu zeigen, in welcher Weise die wichtigsten 
geomArischen Grebilde mit Hilfe der im I. Teil dargelegten Methoden 
dargestellt, und die hervorragendsten sie betreffenden Probleme gelöst 
werden können. Die gewählte Anordnung ist die natürlich sich dar- 
bietende, wenn man vom Einfacheren zum Zusammengesetzteren fort- 
schreitet. 

Trotz dieser Einheit des Zweckes besteht ein großer Unterschied 
zwischen der Anlage, unter der sich die Darlegungen des ersten der 
drei Bücher, die diesen Band ausmachen, darbieten, imd der der beiden 
folgenden; daraus ergibt sich für uns die Pflicht, die Gründe dieser 
Verschiedenheit zu erklären. 

Der Stoff des ersten Buches ist die Darstellung von Gebilden, die 
der Leser größtenteils schon von den Anfangen seiner geometrischen 
Studien her kennt (körperliche Ecken und Polyeder); daher dürfen wir 
die Bekanntschaft mit ihren Fundamentaleigenschaften voraussetzen, 
indem wir uns bloß einige Bemerkungen über die allgemeine Theorie 
der Polyeder gestatten, die weniger bekannt sein dürfte und noch ihrer 
weiteren Pflege und ihres Ausbaues harret. 

Die Kurven und Flächen hingegen, die den Stoff der beiden fol- 
genden Bücher bilden, sind Gebilde, deren Bekanntschaft wir wohl nicht 
bei der Allgemeinheit unser Leser voraussetzen dürfen, wenn wir auch 
zugeben wollen, daß sie bei den Studierenden der Universität im großen 
ganzen nicht unbekannt seien. Somit erachten wir es für notwendig, 
ihre Theorie in allgemeinen Linien zu zeichnen, und dabei entsteht die 
Frage nach dem einzuschlagenden Wege. 

Nun ist, was wohl schwerlich zu leugnen ist, die reine Geometrie 
heute noch nicht soweit vorgeschritten, um die Mittel zu bieten, mit 
Strenge und Sicherheit in einfacher Weise die allgemeine Theorie der 
stetigen Reihen von cx>^ oder oo^ Punkte aufzustellen, selbst wenn man 
sich auf algebraische Gebilde beschränken wollte. Die Kunstgriffe, 
die bisher angewendet werden, setzen entweder stillschweigend die Exi- 
stenz der die zu untersuchenden Gebilde darstellenden Gleichungen vor- 
aus, oder gründen sich auf Infinitesimalbetrachtungen, deren geringe 
Strenge durch die Tatsache erwiesen ist, daß sie nicht imstande sind, 
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zur Bestimmung des Gültigkeitsbereiches für die aufgestellten Sätze zu 
führen^). Oder sie gründen sich auf den Gebrauch kinematischer Be- 
trachtimgeU; die die Vertreter der reinen Gepmetrie als fremdartig ver- 
werfen, und deren absolute Strenge von vielen, wohl nicht mit Unrecht^ 
in Zweifel gezogen wird. 

Dahingegen besitzt die analytische Geometrie der Kurven und 
Flächen heutzutage so breite und feste Grundlagen, daß auch die be- 
geisterten Anhänger der reinen Geometrie oft gezwungen sind, ihre 
Hilfe herbeizurufen. Somit halten auch wir es für angebracht, sie her- 
beizuziehen, um ein solides Fundament für den Flügel unseres Gebäudes 
zu erhalten, der dazu bestimmt ist, die Untersuchung und Darstellung 
der Kurven und Flächen aufzunehmen. Hierzu treibt uns auch An all- 
gemeines Streben unseres Zeitalters, das die gemischten Methoden den 
reinen vorzieht, und das in allen Zweigen der Mathematik mehr zu einer 
Verschmelzung drängt*). Insbesondere sehen wir unsere Ansicht gestützt 
durch die Meinung eines hervorragenden Kenners, wie G. Holzmüller, 
der sagte: „auf der Universität müsse das Streben dahingehen, darstel- 
lende, synthetische und analytische Geometrie zu einer vollkommenen 
Einheit zu verschmelzen"*). Wir wollen zwar nicht bestimmt behaupten, 
daß das Ergebnis für die darstellende Geometrie schon ein definitive» 
sei; wir selbst möchten wünschen, daß die reine Geometrie alsbald solche 
Fortschritte machen möge, daß diese Trennung ratsam erscheint. Wir 
sind aber der Meinung, daß sie darauf Anspruch machen kann, von 
allen gepflegt zu werden, die beim Unterrichte danach streben, Einfach- 
heit mit wissenschaftlicher Strenge in Einklang zu bringen, und wir 
möchten hier mit W. K. Clifford wiederholen: a man of science ex- 
plains as much as ever he can, and then he says: „this is all I can do; 
for the rest you must ask the next man." 

Auch wollen wir nicht verschweigen, daß uns zu diesem Entschlüsse 
die Bemerkung ermuntert hat (die wir im IH. Teile des vorliegenden 
Werkes, der eine Geschichte der darstellenden Geometrie ent- 
halten wird, völlig bestätigt sehen werden), daß mehrere neuere Fort- 

1) Wir spielen insbesondere an auf die vielen sogenannten synthetischen Be- 
gründungen, um die Existenz der Tangenten und Schmiegungsebenen bei Kurven 
und der Tangentialebenen an Flächen darzutun. Femer sei bemerkt, daß vnr 
noch keine Methode kennen, um ohne Formeln zu beweisen, „daß im allgemeinen 
durch jeden Punkt des Raumes eine Sehne einer Raumkurve geht", ein in vielen 
Fällen unentbehrlicher Satz. 

2) Durchgeführt ist schon die Verschmelzung der Planimetrie mit der Ste- 
reometrie, der Geometrie der Lage mit der analytischen Geometrie, der Differen- 
tial- und Integralrechnung. Somit erscheint als sehr natürlich das Streben, die 
darstellende Geometrie mit der analytischen in organische Verbindung zu 
bringen, indem wir beide Bezeichnungen in ihrem weitesten Sinne fassen. 

3) Bemerkungen über den Unterricht und die Lehramtsprüfung 
in der angewandten Mathematik. (Jahresber. der Deutschen Matk-Vers. 
Bd. XIV, 1905, S. 266). 
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schritte y die unsere Wissenschaft gemacht hat, größtenteils durch An- 
wendung der Koordinatenmethode erhalten wurden.^) Schließlich sei 
bemerkt: Wenn er in seinem Lehrbuche ständig die analytische Dar- 
stellung einer Figur mit der graphischen verkoppelt sieht, wird der 
Studierende es sich zur Gewohnheit machen, jede geometrische Aufgabe 
von allen Gesichtspunkten aus zu betrachten, und sich auch für 
die topologischen Fragen interessieren, die die Gebilde betreffen, deren 
Gleichung er vor sich hat. 

Diese Begründung der von uns getroffenen Wahl der Behandlung 
glaubten wir frei heraus sagen zu müssen, nicht um andere Methoden 
der Behandlung als tadelnswert hinzustellen, sondern um „das Geschrei 
der Gegner*' zu beschwichtigen; und wenn ein Ganß dieses fürchtete, 
fio darf auch sehr wohl jeder, der schreibt, es zu beseitigen trachten! 

Das sehr ausführliche Inhaltsverzeichnis, welches dem Texte vorauf- 
geht (und ein alphabetisches Register überflüssig macht), enthebt uns 
der Mühe, auf alle Einzelheiten der Materie einzugehen; dennoch mögen 
einige Erläuterungen zu dem IL und III. Buche hier vorgebracht werden. 

Das IL Buch beginnt mit einem Kapitel über die ebenen Kurven, 
dem wir, im Gegensatz zu unseren Vorgängern, aus zwei Gründen eine 
beträchtlichere Ausdehnung gegeben haben. Erstens sind die für ihre 
Untersuchung angewendeten Methoden dieselben, wie sie auch bei den 
Baum kurven und Flächen angewendet werden, und darum ist es di- 
daktisch von Wert, diese in ihrer einfachsten Form darzulegen. Zweitens 
füihrt die Lösung fast aller Aufgaben aus der darstellenden Geometrie 
der Raumkurven und Flächen in letzter Linie auf die Zeichnung einer 
oder mehrerer Kurven und die Aufsuchung der ihnen gemeinsamen Ele- 
mente; darum ist es sehr wichtig, daß der Leser sich eine innige Ver- 
trautheit mit diesen interessanten Gebilden aneignet. Aus diesem Grunde 
haben wir auch vielfache Beispiele ebener Kurven angeführt, und wir 
empfehlen dem jüngeren Leser, die entsprechenden Figuren auch selbst 
zu zeichnen und die dargestellten Kurven genauer zu untersuchen. (Diese 
Empfehlung gilt auch sehr wohl für die übrigen Figuren des ganzen 
Werkes). Wenngleich in dem ganzen Werke nur solche Gebilde behandelt 
werden, die durch Gleichungen definierbar sind, so sollten doch die gra- 
phischen Kurven nicht mit völligem Stillschweigen übergangen werden, 
da mit ihnen die elegante und lehrreiche Methode der Fehlerkurven ve^- 
knüpft ist (vgl. § 5). 

Das zweite Kapitel des IL Buches ist den Raumkurven gewidmet, 

1) £s sei hier schon bemerkt, daß die gleichzeitige Betrachtung der beiden 
Methoden, mit den Ansichten Monges, des Begründers der darstellenden Geo- 
metrie in Einklang steht, indem nämlich die Hauptwerke dieses großen Mathe- 
matikers die Geometrie descriptive und die Applications de Tanalyse 
ä la geometrie sind. 
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die hier nicht als Schnitte von Flachen^ sondern als einfache Folgen von 
Punkten betrachtet werden. Die allgemeine Theorie wird (im dritten 
Kapitel) an zwei Beispielen illustriert; das eine ist eine algebraische^ 
das andere eine transzendente Eurre. Die letztere ist die sehr bekannte 
Zylinder-Schraubenlinie, die andere die Spirale des Pappus, eine in ver- 
schiedener Hinsicht bemerkenswerte Kurve, nicht zuletzt durch die 
merkwürdige Tatsache, daß sie, trotzdem sie das Analogon auf der 
Kugel zu der transzendenten Spirale des Archimedes ist, dennoch 
eine algebraische Kurve darstellt. 

Das III. Buch ist den allgemeinen und speziellen Flächen gewidmet. 
Das erste Kapitel enthält die allgemeine Theorie, die wie bei den Kur- 
ven, innerhalb derjenigen Grenzen gehalten ist, die durch die Rücksicht 
auf für das die darstellende Geometrie nötige Material, vorgeschrieben 
sind; die übrigen Kapitel betreffen spezielle Flächen. Da sich nun für 
jede Kategorie von Flächen dieselben Aufgaben darbieten, so läßt sich 
danach das ganze Material ordnen, indem wir entweder ein und dieselbe 
Aufgabe (z. B. die Konstruktion der Tangentialebene) der Keihe nach 
für alle Arten von Flächen lösen, oder für dieselbe Fläche alle bezüg- 
lichen Aufgaben. Wir sind in der letzteren Weise verfahren, weil so 
jedes Kapitel sich als eine abgeschlossene Monographie einer speziellen 
Fläche darstellt. Dennoch sind im ersten Kapitel die allgemeinen 
Methoden, soweit als sie für die Lösung der Hauptaufgaben in Betracht 
kommen, angedeutet. Das zweite Kapitel beschäftigt sich mit den 
Flächen zweiter Ordnung, welche Gebilde dem Leser schon aus der 
Geometrie der Lage und der analytischen Geometrie bekannt sein dürf- 
ten, die aber hier von einem neuen Gesichtspunkte aus untersucht 
werden, der vielfache Anwendungen der Kegelschnittlehre gestattet. Es 
folgen dann im dritten Kapitel die Kegel- und Zylinderflächen, die in 
den einfacheren Spezialfällen dem Leser schon aus den Elementen der 
Geometrie bekannt sind. Da diese, wie die Flächen zweiter Ordnung, 
unzählig viele Geraden enthalten, so führen sie natürlich auf die Regel- 
flächen, deren allgemeine Theorie in dem durch das Werk vorgeschrie- 
benen Umfange das vierte Kapitel bringt. Erläutert wird dieses durch 
einige Spezialfälle, die durch ihre theoretischen und praktischen An- 
wendungen bemerkenswert sind. 

Die beiden letzten noch betrachteten Flächenarten entstehen aus 
dem Begriffe der Bewegung; es sind die im fünften Kapitel behandel- 
ten Rotationsflächen und die Schraubenfiächen im sechsten Kapitel. 
Es wurden die wichtigsten Sätze über diese aufgestellt und die Funda- 
mentalaufgaben gelöst. Bezüglich der letzteren fanden besondere Behand- 
lung die bemerkenswertesten Spezialfälle, insbesondere diejenigen, die 
durch Bewegung einer Geraden erzeugt werden, die Schraubenregelflächen. 

Bei allen diesen Flächen kam nur das Wesentliche zur Behandlung, 
weil diese Vorlesungen, wie schon in der Vorrede zum ersten Teile be- 
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merkt, nicht eine vollständige Behandlung der darstellenden Geome- 
trie sein sollen, sondern nur eine methodische Sammlung der verschie- 
denen Verfahren, die für die Lösung der betreffenden Aufgaben zur An- 
wendung kommen. Wenn wir dabei das eine oder andere weniger Wich- 
tige übergangen haben, so können wir uns die Worte Descartes zu eigen 
machen, der zum Schlüsse seiner Geometrie schrieb, daß „nos neveux 
me seront gre, non seulement des choses que j'ai ici expliquees, mais 
aussi de Celles que j'ai omises volontairement, afin de leur laisser le plaisir 
de les inventer*'. Um diese Möglichheit zu sichern, haben wir uns be- 
strebt, die Lösungen der verschiedenen Probleme unter den möglichst 
allgemeinen !Q|^ingungen inbezug auf die Lage der Bezugselemente gegen 
die untersuchten Gebilde darzubieten. 

Da es unsere Absicht war, ein theoretishes Werk der darstel- 
lenden Geometrie zu schreiben, das speziell für diejenigen Studierenden 
bestimmt sein soll, die sich dem Unterrichte widmen wollen, so haben 
wir alles ausgeschlossen, was Schattenkonstruktionen und andere rein 
praktische Anwendungen betrifft. Dennoch schmeicheln wir uns, daß der 
Leser, der veranlaßt wird, zu seiner weiteren Belehrung auf diesbezüg- 
liche Spezialabhandlungen zurückzugreifen, erkennen wird, daß in dem 
vorliegenden Werke sich alles zu seiner Aufklärung notwendige Material 
findet. 

Ich kann und möchte nicht von meinem Leser zum zweiten Male Ab- 
schied nehmen, ohne Herrn Prof. Schütte für seine wertvolle Mitarbeit, 
die er mir ständig geleistet hat, meinen Dank auszudrücken, ebenso der 
Verlagsbuchhandlung Teubner für ihren Rat und die Sorge für die 
schöne Ausstattung auch des vorliegenden Bandes. 

Genua, den 20. Februar 1913. 

Oino Loria. 
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Zweiter Teil. 

Anwendung auf ebenfläcMge Grebilde, 
Kurven und Oberflächen. 

Die im ersten Teile dargelegten Methoden wollen wir nun auf 
die Untersuchung und Darstellung der wichtigsten geometrischen Figuren 
anwenden. Diejenigen Ton ihnen ^ die schon in der elementaren G^eo- 
metrie behandelt zu werden pflegen^ setzen wir als dem Leser bekannt 
Toraus^ weshalb wir bei ihnen an ihre allgemeinen Eigenschaften nur 
erinnern werden^ während wir bei den übrigen zuerst ihre wichtigsten 
Eigenschaften darlegen wollen. Wir werden uns mit Vorliebe der 
Monge sehen Methode bedienen^ jedoch wird das angegebene Verfahren 
im allgemeinen sich auch leicht auf die Methoden der Zentralprojek- 
tion oder der kotierten Ebenen übertragen lassen. Überhaupt sei diese 
Übertragung dem Leser, der sich mit den Methoden der darstellenden 
Geometrie recht vertraut machen will, warm empfohlen. Es sei ferner 
nicht unerwähnt, daß er hier reiches Material für lehrreiche und 
interessante Anwendungen auf die der Axonometrie und der Photo- 
grammetrie angehörigen Verfahren findet. 

Erstes Buch. 
Körperliche Ecken und Polyeder. 

Erstes Kapitel. 
Das Dreiflach. 

140. Ein beliebiger Punkt auf einer Geraden teilt diese in zwei 
Halbgeraden oder Strahlen. Zwei Strahlen, die von demselben 
Punkte ausgehen^ bilden einen (einfachen) Winkel. Eine Gruppe von 
Winkeln im Räume derart, daß jeder folgende mit dem vorhergehen- 
den, und der letzte mit dem ersten einen Schenkel gemeinsam hat, 
bildet eine körperliche Ecke oder ein Vielflach, im besonderen 
ein Drei flach, Vier flach usw. je nachdem die Zahl der auftreten- 
den Winkel 3, 4 usw. ist. 

Die Ebenen der Winkel heißen die Flächen der körperlichen 
Ecke, die Schenkel die Kanten, der gemeinsame Tre%unkt der 

Loria-Sohütte: Dantellende Gteometrie. IL Bd. 1 
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Kanten heißt die Ecke oder der Scheitel der körperlichen Ecke; die 
Zahl der Flächen ist natürlich gleich der Anzahl der Kanten. Eine 
Ecke heißt konvex oder konkay, je nachdem ihre Flächen sämt- 
lich anf derselben Seite einer beKebigen von ihnen liegen, oder 
nicht. Zwei beliebige aufeinander folgende Flächen einer körperlichen 
Ecke bilden miteinander vier Flächenwinkel, deren Summe vier 
Rechte beträgt, und von denen jeder als Flächenwinkel der betrachteten 
körperlichen Ecke angesehen werden könnte. Um die richtige Wahl 
desselben festzulegen, ohne dabei die gegebenen Stücke einer Ein- 
schränkung zu unterwerfen, kann man folgenden Kunstgriff benutzen: 
Es seien \, Jc^ .. .k^ die Kanten der körperlichen Ecke in der Reihen- 
folge, wie sie bei der Bildung dieser Ecke aufeinander folgen, und 
e^, €, . . . e^ die Ebenen der Seitenflächen; man denke sich nun bei 
einer der Ebenen, etwa e^, eine Seite weiß, die andere schwarz gefärbt, 





Fig. 1. Fig. 2. 

und zwar den Teil, der zwischen den Kanten \ und Äg liegt. Man 
färbe nun denjenigen zwischen Jc^ und Jc^ liegenden Teil der Ebene e^ 
schwarz, der die Fortsetzung des vorhin gefärbten Teiles ist. Fährt 
man so fort, so erhält man schließlich die ganze körperliche Ecke 
von einer Seite her kontinuierlich schwarz gefärbt. Mit anderen 
Worten: man erhält auf der körperlichen Ecke eine (schwarze) posi- 
tive und eine negative Seite (Fig. 1 u. 2). Wir nehmen nun als 
Flächenwinkel diejenigen, die von zwei aufeinander folgen- 
den positiven Flächen gebildet werden. Hieraus geht hervor, daß, 
wenn man auch die Kanten kennt, doch der Flächen winkel noch nicht 
bestimmt ist, da man noch über die Lage der positiven Seite ver- 
fügen kann, deren Angabe zur Festlegung der Flächen winkel not- 
wendig ist. Handelt es sich um eine dreiseitige Ecke, so ergibt sich 
die eine Ecke als konkav und hat lauter überstumpfe Flächenwinkel, 
die andere als konvex, mit spitzen oder stumpfen Winkeln; gewöhn- 
lieh pflegt man nur die letztere zu betrachten. 

Verlängert man die sämtlichen Kanten einer körperlichen Ecke über 
den Scheitel hinaus, so erhält man eine zweite, sogenannte Scheitel- 
ecke, deren Kanten- und Flächenwinkel den entsprechenden der ersten 
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Ecke gleich sind, aber in entgegengesetzter Reihenfolge liegen, wes- 
halb die neue Ecke im aUgemeinen nnr symmetrisch zur ersten ist, 
aber im Räume nicht mit ihr zur Deckung gebracht werden kann. 

Nehmen wir im Räume beliebig einen Punkt U an und fällen 
von diesem die Lote Z^, Z, . . . Z„ auf die Ebenen e^, €,...€„, nehmen 
dann diejenigen Halbstrahlen dieser Senkrechten, die von der posi- 
tiven Seite aus nach U hinlaufen, so bilden diese die Kanten einer 
neuen Ecke, welche die reziproke oder Polarecke der gegebenen 
heißt. Ihre Flächen sind senkrecht zu den Kanten der ursprüng- 
lichen Ecke, und auf jeder Fläche ist die positive Seite festgelegt. 
Verlegen wir den Punkt Z7, so ändert sich die Ecke, jedoch so, daß 
sie immer zu sich selber kongruent bleibt. Nehmen wir jetzt den 
Scheitelpunkt V der ursprünglichen Ecke und konstruieren die rezi- 
proke Ecke zu der neuen, so erhalten wir wieder die ursprüngliche 
Ecke. Bei einer dreiseitigen körperlichen Ecke sind die Flächen- 
winkel der einen die Supplemente der Kantenwinkel der andern 
(reziproken) Ecke und umgekehrt. 

141. Jedes w-Flach läßt sich durch w — 3 Ebenen, die von einer 
Kante ausgehen und durch eine andere gehen, in w— 2 Dreiflache 
zerlegen; somit ist die Konstruktion einer beliebigen Ecke zurück- 
führbar auf die wiederholte Konstruktion eines Dreiflachs. Daraus 
ergibt sich die große Wichtigkeit aller Aufgaben, die sich auf die 
Konstruktion einer dreiseitigen körperlichen Ecke aus den hinreichen- 
den Stücken beziehen. Derartige Aufgaben sind (wie die auf die 
Konstruktion ebener Dreiecke bezüglichen) unzählig, doch gibt es 
unter ihnen einige, die von besonderer Wichtigkeit sind, und daher 
als Fundamentalaufgaben bezeichnet werden; auf diese wollen wir 
uns hier beschränken. 

Eine Kugel, deren Mittelpunkt im Scheitel der dreiseitigen körper- 
lichen Ecke liegt, wird von den Kanten und Flächen in den Ecken und 
Seiten eines sphärischen Dreiecks geschnitten; kennt man dieses, so hat 
man damit auch die Stücke des Dreiflachs und umgekehrt. Somit ist 
die Aufgabe der Auflösung eines Dreiflachs im Grunde nicht 
verschieden von der, die den Hauptgegenstand der sphäri- 
schen Trigonometrie bildet. 

Wir wollen immer annehmen, daß die betrachteten Dreiflache 
konvex seien, und daß also ihre Seiten und Winkel kleiner als zwei 
Rechte sind. Dann ist jede Seite kleiner als die Summe, aber größer 
als die Differenz der beiden anderen Seiten, und die Summe der drei 
Seiten ist kleiner als vier Rechte. 

Bei jedem Dreifiach wollen wir den Scheitel mit F, die drei 
Kanten mit a, &, c bezeichnen; die Seiten, d. h. die (Größe der) 
ebenen Winkel zwischen den Kanten, soUen mit a, /S, y, dagegen die 

1* 
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Winkel, d. h. die (Größe der) Neigungswinkel der Flächen an den 
Kanten a, b^ c^ bzw. mit 6C, 6&, Q bezeichnet werden. Nehmen wir 
a^ß^y an, und bestehen die Beziehungen 

Q<a + ß + y<2n, a<ß + y, 

so wird auch ß<y + a, und y <a + ß sein. Bezeichnen wir nun 
die analogen Stücke der Polarecke durch einen Stern, so bestehen die 
Beziehungen: 

Wenden wir die oben angeführten Beziehungen zwischen den Seiten 
eines Dreiflachs auf die Polarecke an, so erhält man 

jt < OL + a + e < 3ä; 

und wenn OL^Ä^e, Ä + (Sl<Ä + e. 

142. Von den Aufgaben, die sich auf die Konstruktion eines 
Dreiflachs beziehen, pflegt man sechs, die zu je zweien einander dual 
sind, als Fundamentalaufgaben zu bezeichnen: 



I. Gegeben die drei Seiten. 
IL j, zwei Seiten u. der von 

ihnen eingeschlossene Winkel, 
in. Gegeben zwei Seiten und ein 

gegenüberliegender Winkel. 



IV. Gegeben die drei Winkel. 
V. „ eine Seite und die 

beiden anliegenden Winkel. 
VI. Gegeben zwei Winkel und eine 

der ihnen gegenüberliegenden 

Seiten. 



Die Betrachtimg der Polarecke ermöglicht nun die Lösung der 
Aufgaben IV, V, VI auf die der Aufgaben I, II, III zurückzuführen, 
und umgekehrt. Nehmen wir beispielsweise an, daß die Aufgabe I 
gelöst sei, und nun OL, cB, © gegeben seien, also die Aufgabe IV vor- 
liege, so hat die Polarecke, die drei Seiten itt— 6C, x — 9&, üt — © und 
kann also nach I konstruiert werden- die Polarecke dieser letzteren 
ist dann die gesuchte Ecke. In ähnlicher Weise lassen sich die 
beiden anderen Fälle V und VI zurückführen auf II und III. Übrigens 
werden wir (in Nr. 144 — 9) sehen, daß analoge Betrachtungen uns 
dahin führen werden, direkt aUe sechs angegebenen Fälle zu lösen. 

Hier sei indes bemerkt, daß die Konstruktion eines Dreiflachs sich 
von zwei verschiedenen Gesichtspunkten aus betrachten und behandeln 
läßt: Man kann nämlich entweder die tatsächliche Ausführung der 
Konstruktion im Räume und die Darstellung durch Zeichnung ver- 
langen, oder die zeichnerische Auffindung der noch unbekannten 
Stücke mit Benutzung der gegebenen. 

Vom ersteren Gesichtspunkte aus läßt sich die theoretische 
Lösung der drei ersten Aufgaben folgendermaßen darstellen: 
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I. Gegeben sind die drei Seiten a^ ß, y. Man konstmiere einen 
Winkel bc^ a mit dem Scheitelpunkte F; dann denke man sich zwei 
Kegel die ihre Spitze in V haben, der eine mit der Achse b und der 
Öffiiung y,^) der andere mit der Achse c und der Öffiinng /3; diese 
schneiden sich im allgemeinen in zwei Erzengenden a und a, Ton 
denen jede mit b und c das gesuchte Dreiflach bildet. 

n. Gegeben sind die Seiten ß und y, sowie der Winkel GL Man 
konstruiere einen Winkel ac^ ß mit dem Scheitel F; durch a lege 
man eine Ebene, die mit der Ebene ac einen Winkel OL bildet, und 
schneide sie mit dem Rotationskegel, dessen Achse a, und dessen Öff- 
nung y ist. Man erhält so zwei Geraden b, b^ die immer reell sind, 
und Ton denen jede mit a und c ein Dreiflach bildet, das der Auf- 
gabe genügt. 

in. Gegeben sind die beiden Seiten ß und a sowie der Winkel (9L. 
Man konstruiere den Winkel ac^ ß mit dem Scheitel F; durch a 
lege ;man eine Ebene, die mit der Ebene ac den Winkel 6C bildet 
und schneide diese mit dem Kegel, dessen Achse c und dessen Öff- 
nung a ist; die beiden Schnittlinien &, b bilden, falls sie reell sind, 
mit a und c zwei Dreiflache, die der Aufgabe genügen. 

Zur Übung: In ähnlicher Weise die drei übrigen Fnndamentalaufgaben 
zn lösen. 

143. Wollen wir nun die so theoretisch angegebenen Lösungen 
in tatsächlicher Konstruktion ausführen, so müßten wir die lösenden 
Kegelflächen darzustellen und ihre Schnitte miteinander und mit den 
Ebenen aufzufinden wissen, was wir zunächst noch nicht können. Diese 
Schwierigkeit läßt sich umgehen, wenn man die gegebenen Stücke in 
geeigneter Weise zu zwei Bezugsebenen anordnet. Wir wollen dies an 
dem I. der angeführten Fälle zeigen und die Aufgabe in der Weise aus- 
sprechen, daß man deutlich erkennt, daß die Aufgabe identisch mit jener 
ist, die man in der praktischen Geometrie als die Reduktion eines 
Winkels auf den Horizont bezeichnet. 

Gegeben sei ein Winkel y mit den beiden Schenkeln a und b 
sowie dem Scheitel 0, ebenso die Winkel ß und a, die a und b mit 
der yertikalen durch gehenden Geraden c bilden; dann gibt uns 
der Ton den beiden Geraden a' und b\ den Projektionen von a und b 
auf eine horizontale Ebene, gebildete Winkel, den Flächenwinkel 
zwischen den Ebenen (ca) und (c&), und man sagt, „der Winkel ab 
sei auf den Horizont reduziert^'. Um diesen Winkel zu bestimmen, 
bezeichnen wir mit Ä, JB, C die Spurpunkte von a, 6, c mit der 
horizontalen Ebene (s. Fig. 3), und nehmen als vertikale Projektions- 
ebene die Ebene ac. Dann wird OC senkrecht zur Achse a' sein. 



1) Unter Öffnung eines geraden Ereiskegels verstehen wir den konstanten 
Winkel der Erzeugenden mit der Achse. 



Digitized by 



Google 






:^$v^^ 




e 


"V\^ 


^ 


C 


^ 






Fi«. 8. >< 


^'''' 
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lind den Winkel COÄ müssen wir gleich ß machen. Nun ziehen wir 
durch die Gerade 0(JB) = (6), die mit OC den Winkel a bildet, 
sowie (6)*, die mit a den Winkel y bildet, so daß wir in der Figur 
zunächst alle Daten eingetragen haben. Da nun die Strecken bei der 
Umlegung ihre Länge beibehalten, so erhalten wir, indem wir Ton O 

aus auf (6)* die Länge 0(B) abtragen, (jB)* 
die andere Umlegung des Punktes B in die 
Vertikalebene. Aus demselben Grunde wird 
der Punkt B selbst sowohl auf dem um C 
mit C{B\ als auch auf dem um A mit A(By^ 
beschriebenen Kreise liegen; B ist also einer 
der beiden Schnittpunkte dieser Linien. JBmit 
G verbunden liefert 6', und da a mit der 
Achse zusammenfällt, so ist ^ÄCB der 
gesuchte. [SoU die Darstellung des Drei- 
flachs in der Vertikalprojektion yervollstän- 
digt werden, so hat man nur noch mit ff, der auf der Achse liegen- 
den Projektion von B zu verbinden, dann hat man 6"]. 

Zur Übung: Kann man in ähnlicher Weise die anderen Fundamentalauf- 
gaben üher das Dreiflach behandeln? 

144. Von viel größerer Wichtigkeit sind die Lösungen der sechs 
Fxmdamentalaufgaben unter dem zweiten der in Nr. 142 angeführten 
Gesichtspunkte, die wir daher zu allemächst vollständig darlegen 
wollen; zuvor sei jedoch bemerkt, daß wir hierbei die Methode der 
Orthogonalprojektion anwendend mit einer einzigen Projek- 
tionsebene auskommen, und daß wir dabei (wie bei metrischen 
Aufgaben vorauszusehen) uns der Umlegungen mit großem Vorteil 
bedienen werden. 

Aufgabe L Gegeben die drei Seiten a, ß^ y eines Dreiflachs: 
die Winkel (9L, ^, Q zu bestimmen. 

Auflösung: Wir setzen natürlich voraus, daß «, ßj y der Be- 
dingung genügen, daß ihre Summe kleiner als 2^ sei, und daß jeder 
von ihnen kleiner sei, als die Summe der beiden anderen; hierzu ge- 
nügt, wie schon bemerkt, daß die größte Seite die Summe dei: bei- 
den anderen nicht übertrifft. Wir werden sehen, daß diese Bedingung 
nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend für die Existenz 
des zu konstruierenden Dreiflachs ist; dieses wird alsdann sicher konvex 
sein. Wir wollen nun das Dreiflach mit einer Seite, z. ß. hc auf die 
Zeichenebene legen, und uns vorstellen, daß sowohl die Seite &a, als 
auch ca in diese Ebene niedergelegt seien (Fig. 4); alsdann erhält die 
Kante a zwei Lagen {a)^ und (a)^, und es ist 
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wir wollen annehmen, was ja der Allgemeinheit keinen Abbruch tut, 
daß y <a sei. Es sei nun P irgend ein Punkt der Kante a, der zu- 
folge der Umlegung auf (a)i und (a)^ bzw. die Lagen (PJ und (P,) 
annimmt; dann ist V{T\ = V{F)^ « VT gleich der (willkürlichen) 
Entfernung des Punktes P Tom Scheitel V, Nunmehr wollen wir uns 
die beiden Seiten wieder in 
die ursprüngliche Lage ge- 
legt denken und mit Y 
die Orthogonalprojektion 
von P auf die Zeichenebene 
bezeichnen. P' und die 
Umlegung {V\ liegen dann 
(gemäß Nr. 35) auf der- 
selben zur Spurlinie & senk- 
rechten Oeraden, ebenso 
liegen P' imd {P\ auf der 
Senkrechten zu c; P' ist 
also der Schnitt der von 
(P)i und {T?\ auf & bzw. c 
gefällten Lote {P\B und 
{P)iG. Die Verbindungs- 
linie VF' liefert uns die ^- *• 
Projektion a' der dritten Kante a des Dreiflachs. Jetzt ist der Winkel 
PBP' der gesuchte Flächenwinkel 95; wir erhalten ihn also, wenn 
wir das Dreieck PBP' in die Zeichenebene umlegen, indem wir es 
um die Kathete P'B sich drehen lassen. P kommt dann in einen 
Punkt (P\ zu liegen auf der in P' zu P'B errichteten Senkrechten 
in einem Abstände von P, der gleich PB oder gleich der Umlegung 
{P\B ist; der um B mit B(P\ beschriebene Kreis schneidet die Senk- 
rechte in zwei Punkten, deren jeder als {P\ genommen werden kann. 
Verbindet man {P\ mit B so ist <^ (P)3PP' der gesuchte Flächen- 
winkel SB. In gleicher Weise liefert der um G mit G{P\ beschriebene 
Kreis und die in P' auf P'G errichtete Senkrechte einen Punkt {P\ 
derart, daß ^(P)^CP'=e. Als Kontrolle für die Richtigkeit der 
Zeichnung merke man, daß P\P\^ P\P\ sein muß, da diese 
Strecken die Umlegung derselben Strecke PP' sind. 

Es erübrigt jetzt noch den Flächenwinkel GL zu finden. Zu 
diesem Zwecke errichten wir in P auf der Kante a die Senkrechten 
in den Ebenen ah bzw. ac, nämlich PD bzw. PiS; der von ihnen 
gebildete Winkel ist offenbar der gesuchte. Da nun die beiden 
Ebenen niedergelegt sind, so können wir diese Senkrechten auf {a\ 
bzw. (a)2 in {P\ bzw. {P\ errichten, und sie treffien h und c in 
D und -E. (Nebenbei bemerkt muß BE als Spur der Ebene PDEy 



Digitized by 



Google 



g I. Buch. Körperliche Ecken nnd Polyeder. 

die senkreclit zu a ist; nach Nr. 30, Satz 11^ senkrecht zu a sein, was 
als Eontrolle der Zeichnung dienen kann.) Jetzt braucht man nur das 
Dreieck DPE in die Zeichenebene umzulegen, was sehr leicht ist, 
da wir seine Seiten DE, YD = {P\D, FE = {F\E kennen. Wir 
beschreiben also um D und E mit i)(P)i nnd E{P\ Kreise; einen 
ihrer Schnittpunkte {P\ verbinden wir mit D und E, dann ist 

Diskussion: Denken wir uns um V als Mittelpunkt die Kugel 
mit dem Radius VP beschrieben, so wird sie von der Zeichenebene 
in einem Kreise F geschnitten, der die Punkte (P\ und {P\ enthält 
und innerhalb dessen die Projektionen aller reellen Punkte der Kugel 
fallen, also auch P', die des Punktes P, in welchem sich {P\B nnd 
{P\G schneiden. Um zu erkennen, wann dies zutrifit, bezeichnen 
wir mit G den zweiten Schnitt von F mit {P\B, mit M und N die 
Schnitte der Geraden c, und mit JET, K die zu G, (P\ in bezug auf c 
symmetrischen Punkte. Es ist klar, daß wenn (P), auf einen der 
Kreisbögen MH oder NK fiele, alsdann P' außerhalb von F fallen 
würde. 

Damit die Aufgabe möglich, muß also sein 

tLTcMH < arcJf(P)j < arc Jf JS', 
oder auch ^ ^^^ ^ ^Mr{P\ < ^MVK, 
das heißt ^ a ^ 

« — y<p<« + y- 

Diesen Bedingungen wird durch die anfangs gemachte Annahme 
genügt, also sind diese hinreichend, die Realität der Lösung zu ver- 
bürgen. 

Folgesätze: Die Betrachtung der Figur 4 führt uns zu theore- 
tischen Folgerungen von der größten Wichtigkeit, die wir jetzt dar- 
tun wollen. Setzen wir die Strecke PY^r, so ist oflFenbar: 



F-B = r. cos y, FC=r. cos /S; P(P)i«r- siny, C(P)g = r sin/3; 

F(P)3 -^0^3. sin Ä, r{P)^^G^^ . sin (2. 

Da aber, zufolge der Konstruktion, B{P\^ B{P)i, und C(P\^ C{P\, 
und überdies PyPj^^P\P)^, so ist 

r • sin y • sin äR «= r sin /5 • sin S, 
sin ^ : sin ^ =» sin y : sin Q, 

Durch Analogieschlüsse können wir diese Beziehung vervollständigen 
und schreiben 

ein a sin /5 __ sin y 

S^ "" sin Ä "* sing' W 
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daher der Satz: In jedem Dreiflach sind die Sinns der Seiten pro- 
portional den Sinns der gegenüberliegenden Winkel. 

Beachten wir nun, daß die beiden Dreiecke DEV und DE{F\ 
die Seite DE gemeinsam haben, so erhalten wir, wenn wir diese nach 
dem Eosinussatze der ebenen Trigonometrie zweimal ausdrücken. 

'DE? ^V& +YT? -2VD VE co^ a^ 

=. (pp'+ (Pp*- 2{F)^ . c^;^. cos a. 

Setzen wir nun für VDy VE die obigen Werte, und beachten, daft 
D{JP\ - I>{P\ nnd E{F\ = E{P\, so können wir auch dafür die 
gefundenen Werte setzen und erhalten so 

cos' y ' COB* j5 cos jS • cob y 

- r«tg*y + rHg^ß - 2r«tg/8 • tgy • cos 6C. 

Hieraus entsteht nach einigen Reduktionen die erste der folgenden 
drei Formeln, während die andern durch zyklische Yertauschung 
daraus herv'orgehen 

cos a == cos ß • cos y + sin /8 • sin y • cos (SC, 

cos /5 = cos y • cos a + sin y • sin a • cos äR, • • • (2) 

cos y = cos a • cos /3 + sin a • sin ^ • cos ß. 

Wenden wir diese Beziehungen auf die reziproke Ecke an, so erhalten wir 

cos (;r — ÖL) = cos (ä — ä5) • cos (;r — (2) + 
+ sin (üt — 9&) sin (;r — S) • cos (jr — a) 

und zwei ähnliche, woraus dann folgt 

cos (SC «= — cos SB • cos (2 + sin 9& • sin S • cos «, 

cos 9B = — cos (2 • cos (9L + sin Q • sin (9L • cos /3, • • (3) 

cos S = — cos ÖL • cos 9B + sin (SC • sin SB • cos y. 

Schneiden wir das Dreiflach mit einer Kugel deren Zentrum F,. 
deren Radius 1 ist, so erhalten wir ein sphärisches Dreieck mit den 
Seiten a, /J, y und den Winkeln (9L, S>, S; demnach sind die Be- 
ziehungen (1), (2), (3) die Grundformeln der sphärischen 
Trigonometrie, aus denen sich alle übrigen rechnerisch ableiten 
lassen.*) 



1) Tatflächlich genügt es, direkt nur die Gleichung (2) nachzuweisen, nach- 
dem Gua de Malves, Lagrange, Gauß u. a. gezeigt haben, daß aus ihnen 
durch einfache algebraische Transformationen alle übrigen sich ergeben; vgl. 
A. von Braunmühl, Vorl. über Geschichte der Trigonometrie (Leipzig, 1903) 
S. 166, und J. Tropf ke, Geschichte der Elementarmathemcaik, IL ßd. (Leipzig, 1903), 
S. 258. 
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146. Aufgabe II. Gegeben zwei Seiten a, ß eines Dreiflaebs 
und der von ibnen eingescblossene Winkel 6, die dritte Seite nnd 
die beiden anderen Winkel zn finden. 

Auflösung: Wir legen die Seite ac^ß in die Zeichenebene 
und denken uns die dritte Kante in diese umgelegt durch Rotation 
<ier Ebene hc um die Kante c. Sie erhält dann eine neue Lage {b\ 
derart daß <^ (6)c « « (Fig. 5). Wir nehmen dann auf 6 einen be- 
liebigen Punkt P an, dessen Umlegung (P) sein möge. Bringen wir 
jetzt die Seite hc wieder in ihre ursprüngliche Lage, so bekommt P 
«ine solche Lage; daß seine Projektion P" sich auf dem Ton (P) auf 
c gefällten Lote (P)0 befinden muß und zwar derart, daß das recht- 
winklige Dreieck PP'C bei C den (spitzen) Winkel S erhält, seine 

Hypotenuse OP— C(P) ist bekannt; somit 
können wir seine üralegung CP\P)* leicht 
konstruieren. Die Gerade VP' ist dann 
die Projektion b' der dritten Kante. Um 
noch die dritte Seite y zu finden, legen wir 
die Seite ab in die Zeichenebene um, sie 
um a drehend. Um die Lage (b\ zu er- 
halten, die b dann annimmt, genügt es die 
von (P)j , der Umlegung von P zu finden. 
Es ist aber r{P\'' VP'^ V{P) also liegt 
(P)i zunächst auf dem mit V{P) um F be- 
schriebenen Kreise F; außerdem liegen {P\ 
und P' auf derselben Senkrechten zu a, der Spur der umgelegten Ebene; 
also ist (Pj) einer der Schnitte dieser Senkrechten mit dem Kreise F. 
{P)i mit V verbunden liefert (b\ und ^ a(h\ = y ist die gesuchte 
Seite des Dreiflachs. Da wir jetzt aUe drei Seiten kennen, so lassen 
sich die beiden noch fehlenden Winkel, nach dem bei der vorigen Auf- 
gabe angegebenen Verfahren aufsuchen. 

Diskussion: Aus dieser Konstruktion läßt sich ableiten, daß die 
Torliegende Aufgabe immer möglich ist. Setzen wir nämlich 
fP = r, so ist: 




Fig. 6. 



daher 



FC « r. cos a, G{P) - 0(P)* - r sin a, 
~GP'^ Ö(P)*.cos e = rsin «cos <2, 



VP'^^ rC'+ GP"'^ r» cos» a + 



-f- r» sin» a • cos» ß 



r* — r» si 



sm' a • sm' 



e. 



Hieraus folgt, daß VP' < r. P' liegt also innerhalb des Kreises F, 
und das von P' auf a gefällte Lot schneidet diesen also immer in 
reellen Punkten. 
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146. Aufgabe III. Gegeben sind zwei Seiten eines Dreiflachs, a und 
^ und ein gegenflberliegender Winkel 6C; gesucht die flbrigen Stficke. 

Auflösung: Eine der gegebenen Seiten, etwa ac^^ß legen wir 
in die Zeichenebene, alsdann denken wir uns die andere a in diese 
Ebene umgelegt, indem wir sie um die gemeinsame Kante c drehen. 
Die Umlegung (b) der dritten Kante b erhalten wir dann offenbar, 
indem wir in F an c den Winkel a anlegen (Fig. 6). Dann legen 
wir senkrecht zur Kante a eine beliebige Ebene t; ihre Spur wird eine 
zu a (in Jf) senkrechte Gerade t^ sein, 
während die Seite a6 in einer Geraden 
s von r geschnitten wird, die mit t^ 
den Neigungswinkel ÖL bildet. Ziehen 
wir demnach durch M eine Gerade die 
mit t^ den Winkel 6C bildet, so kann 
sie als die Umlegung (s) der Geraden s 
angesehen werden, wenn wir t in die 
Zeichenebene niederklappen. Wir be- 
trachten nun einen beliebigen Punkt 
der Kante 6, etwa den, dessen üm- 
legung (P) ist. Denken wir uns nun 
die Seite bc wieder in ihre ursprüng- 
liche Lage gebracht, so wird P einen 
Kreisbogen beschreiben, der in einer 
zur Zeichenebene senkrechten Ebene 
liegt, deren Spur die durch (P) senkrecht zu e gezogene Gerade % 
sein muß. Sind nun Ä und C die Schnittpunkte von u^ mit a und c, 
80 handelt es sich vorerst um die Umlegung des Dreieckes AGP, 
wenn man es um AG sich drehen läßt. Wir betrachten deshalb den 
Punkt Ny in dem sich die Geraden AP und s (die beide der 
Fläche ab angehören) schneiden; da u^ und t^ die Projektionen dieser 
Geraden sind, so verdient ihr Schnittpunkt den Namen N\ Denken 
wir uns jetzt die Ebene t niedergelegt, so kommt N in eine Lage (JV) 
sowohl auf (5), als auch auf der in JV' zu t^ errichteten Senkrechten 
zu liegen; (N) ist also leicht zu finden. Legen wir aber die Ebene 
AGP nieder, sie drehend um w^, so kommt N als {N)* auf der in 
N' zu Wj errichteten Senkrechten zu liegen, und zwar in einem Ab- 
stände N'N=^ N'(N), woraus sich {N)* sogleich ergibt. Nun lagen 
die Punkte A, N, P in gerader Linie, also muß (P)* auf A(N)* zu 
liegen kommen (A fäUt ja mit seiner eigenen Umlegung zusammen) 
und_zwar in einem Abstände von G gleich CP '^ G(P)'^ der mit 
C(P) um G beschriebene Kreis wird also A(N)* in den Punkten (P)* 
bzw. (P)** treffen. Jedes der beiden Dreiecke AG{P)* und ^O(P)** 
kann als Umlegung von AGP gelten. 




Fig. 6. 
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Nunmehr haben wir noch die Umlegung A F(P)g des Dreieckes J. FP 
aufiBiisuchen, nm die Seite y zu erhalten. Da nun (T?\V^ FV^ {P)^f 
so fällt (P)2 auf die Peripherie des mit V{P) um * V beschriebenen 
Kreises; und da Z(P), - i(P) - I{Ff oder auch = ^(P)**, so 
fäUt es auch auf die Peripherie des mit Ä(P)* [oder auch -4(P)**] 
um Ä ' beschriebenen Kreises, kann also leicht konstruiert werden. 
Es seien nim (P\ und (P),* die beiden sich ergebenden Punkte;^) 
verbindet man sie mit V, so kann jede der Verbindungslinien als 
ümlegung der Kante b (bei einer Rotation um a) angesehen werden; 
sind {b\ und (b\* diese Linien , so bilden sie mit a die Winkel y 
und y*j von denen jeder als die dritte Seite eines den gestellten Be- 
dingungen genügenden Dreiflachs angesehen werden kann. 

Da man nun alle drei Seiten und noch einen Winkel kennt, so 
kann man die übrigen Stücke nach den früher angegebenen Methoden 
auffinden. — Damit die Aufgabe lösbar ist, muß 



sin 6C • sin /} 



< 1, 



, indem nach Gtl, (1) die linke Seite gleich sin S> ist. 

147. Aufgabe IV. Gegeben sind eine Seite y eines Dreiflachs 
and die beiden anliegenden Winkel 6L und S>: ^e übrigen Stücke 
zu finden. 

Auflösung: Die Kanten a und h, die den gegebenen Winkel y 
einschließen, legen wir in die Zeichenebene und schneiden das Drei- 
flach durch eine zu a senk- 
rechte Ebene t^ diese treffe 
die Kanten a, &, c in den Punk- 
ten Ä, B, C (s. Fig. 7). Die 
Gerade AB ist dann die Spur 
t^ von T'j AC nennen wir m, 
BGn, Klappt man die Ebene 
T um, so wird (m) dann offen- 
bar jene Gerade, die mit ^ bei 
A den Winkel (SC bildet. Wir 
bestimmen zunächst die durch 
Rotation um t^ entstehende 
ümlegung des Dreiecks ABC. 
Es sei nun N ein beliebiger 
Hilfspunkt auf n, dann dürfen 
wir seine Projektion N' auf t^ beliebig wählen. FäUen wir nun von 
N' das Lot N'HsLxd b, so ist der Winkel NHN' der Neigungswinkel 95 

1) Eigentlich gibt es vier solcher Punkte, jedoch sind sie paarweise sym- 
metrisch in bezng auf a. 




Sig. 7. 
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des Dreiflachs. Zeichnen wir daher über N'H als Kathete das rechtwink- 
lige Dreieck WH{irf mit dem Winkel 95 bei JET, so ist N\N)*^N\N). 
Erricbten wir nun in N' auf t^ eine Senkrechte N'{N) — N\N*), so 
ist (N) die Lage, die N annimmt, wenn ABC in der gedachten Weise 
umgelegt wird; B(N) ist also (n), und diese Gerade schneidet (m) in 
dem gesuchten Punkte ((7). Nachdem so die Umlegung des Dreiecks 
ABC gefunden ist, ergibt sich C als Fußpunkt des ron (0) auf t^ 
gefällten Lotes, und c als Verbindungslinie von C mit F. — Jetzt 
legen wir auch die Seiten ac und bc in die Zeichenebene um. Im 
ersten Falle kommt C als ((7)^ auf der zu a in ^ errichteten Senk- 
liegen; 



rechten, in einem Abstände A{C)i = A{C) zu liegen; im zweiten 
Falle, wo wir um b drehen, auf dem Ton C auf b gefällten Lote in 
einem Punkte (C)^ derart, daß F((7)2 = ^{G)i] somit ist (C), einer 
der beiden Punkte, in denen der um V mit V(C)i beschriebene Kreis 
jenes Lot trifft;. Verbinden wir nun V mit ((T)^, so erhalten wir die 
ümlegung (c)^ von c, und *^ b(c\ = a; verbinden wir V mit (C)i, so 
erhalten wir die Umlegung (c\, und ^ b(c)^ =» ß. Der dritte Winkel S 
läßt sich nun nach Aufgabe I bestimmen. Nach Formel (3) auf S. 9 
darf, damit die Aufgabe möglich sei, der absolute Wert von 
sin (SC sin ^ cos y — cos 6C cos S) nicht größer als Eins sein. 

148, Aufgabe V. Gegeben zwei Winkel 6C und ^ eines Drei- 
flachs sowie eine gegenüberliegende Seite ß: die flbrigen Stücke zn 
bestimmen. 

Auflösung: Wir denken uns 
da& fragliche Dreiflach mit der (aller- 
dings noch unbekannten) Seite a&=y 
auf die Zeichenebene gelegt; dann 
können wir den Scheitel V und die 
Kante a beliebig wählen (s. Fig. 8). 
Wir legen dann die Seite ß in die 
Zeichenebene um, dann gelangt c in 
eine Lage (c\ so, daß ^ (c\ a = j3. 
Auf der Kante c nehmen wir nun 
einen beliebigen Punkt P, etwa den- 
jenigen der auf (c)i in (P)^ fällt; seine 
Projektion P' liegt dann auf dem 
von (P)i auf a gefällten Lote t^. 
Nun hat das Dreieck PAP' bei P' 
diesen rechten Winkel und bei A den 
Winkel ÖL; seine Hypotenuse AP => A{P\. Zeichnen wir also eine 
Strecke A{P) die mit AP' den Winkel CC bildet und gleich A(P\ ist, 
so ist die Projektion von (P) auf ^^ der Punkt P', der mit V verbunden 
c liefert. Denken wir uns jetzt durch P die zur Kante b senkrechte Ebene 
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gelegt; ihre Spur u^ ist das Ton P' auf h gefällte Lot, dessen Fufipunkt^ 
heißen möge. Nun hat das Dreieck PP'B bei P' einen rechten Winkel, 
bei B aber den Winkel 95 und seine Kathete FP'^{P)P\ und 
daher kanir man leicht die andere Kathete T'K zeichnen. Beschreibt 
man nun mit P'K um P' einen Kreis, so kann jede der beiden von 
V an diesen gezogenen Tangenten als die Kante h genommen werden. 
Die Gerade P'B wird nun von dem mit V{P\ um V beschriebenen 
Kreise in zwei Punkten geschnitten; ist {P\ einer von diesen, so 
ist die Gerade V{P\ die Lage (c)), die c annimmt^ wenn man die 
Seite hc um h drehend in die Zeichenebene niederlegt, also ist 
*^ h{c\ = a. — Da nun alle drei Seiten des Dreiflachs bekannt sind^ 
so läßt sich der dritte Winkel S nach Nr. 144 finden. 

Damit die Lösung möglich sei, muß nach Gl. (1) auf S. 8 
sin ä& > sin /3 • sin OL sein. 

149. Aufgabe VI. Die Seiten eines Dreiflaclis zu bestimmen^ 
wenn man die Winkel (Et, d&, Q kennt. 

Auflösung: Wir denken uns das betreffende Dreiflach so ge- 
lagert, daß eine seiner Kanten, etwa c, senkrecht auf der Zeichen- 
ebene TTi steht, und daß tt^ die Kanten a, fe, c bzw. in A, B, C schneide, 
dann ist offenbar ^ ACB => Q, Da nun die Ebene VAB^ ac senk- 
recht zu TT^ ist, so kann sie als Aufrißebene tt, eines Mongeschen 
Systems angesehen werden, dessen Achse die Gerade AC ist (s. 
Fig. 9). AB ist dagegen die Horizontalspur der Ebene ab, die mit 
n^^ac den Winkel OL bildet.*) Um nun in der Figur diesen 
Winkel zu zeichnen, legen wir durch C eine Ebene senkrecht zur 
Kante a, die a in P treffen möge, und die in tt^ liegende Gerade AB 
in 2). Dann ist das Dreieck PCD bei C rechtwinklig und hat bei P 
den Winkel ÖL. Drehen wir nun dieses Dreieck um CD, bis es in 
die Zeichenebene tt^ fällt so kommt P auf die Gerade AC zu liegen, 
und D auf die in C z\x AC errichtete Senkrechte. Da wir aber 
bis jetzt noch nicht festgelegt haben, wie hoch der Scheitel V 
über der u^ liegt, so können wir noch die Länge CD beliebig wählen 
und also den Punkt (P) so auf der Geraden CA = a' wählen, daß 
^ C{P)D = ÖL. Beachten wir nun sogleich, daß das von C auf 
D{F) gefällte Lot C{H) gleich dem Abstände des Punktes C von 
der Ebene ah sein wird. 

Wir betrachten jetzt ebenso die durch C senkrecht zur Kante & 
gelegte Ebene und das (analog wie CDP) entstehende Dreieck CEQ 
und legen es um CE drehend in tt^ um; dann kommt Q auf CB zu 
liegen, und E auf der in C zu CB=:V errichteten Senkrechten. 

1) Zum Verständnis des Folgenden vgl. das in Nr. 40 c (Bd. I, S. 69) an- 
gegebene Verfahren, die Neigungen einer durch ihre Spuren bestimmten Ebene 
zu finden. 
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Überdies ist das von C auf E{Q) gefällte Lot gleich C(B), weil es 
ja den Abstand des Punktes C von der Ebene ab angibt. Beschreiben 
wir also mit C(S) um C einen Kreis und ziehen an ihn die Tangente^ 
welche mit V den Winkel S& bildet, so trifft sie 6' in ^ und die 
Senkrechte in E. DE liefert uns die 
Spurlinie ^^ der Ebene ah] ihre Schnitte 
mit den schon gezeichneten Geraden 
a und V liefern die Spurpunkte Ä, B 
der Kanten a, h. 

Um jetzt die Umlegung der Seite 
AVG zu erhalten, kon- 
struieren wir zunächst die 
* entsprechende Umlegung 
-4 C(PX desDreiecks J:CP. 
Dies ist rechtwinklig bei 
P; wenn wir also um C mit 
(7(P) denKreis beschreiben 
und an diesen von A eine 
Tangente ziehen, so haben 
wir im Berührungspunkte 
den Punkt {P\, und seine ^ 

Verbindung mit A wird (a) sein. Da nun <^ J.CF= y, so fällt die 

Umlegung {c) von c in die Gerade CD, und in dem Schnittpunkte 
(F)i = (c)(a) erhalten wir Aen ^AV^C^ ß. 

Ebenso liefert die von B an den Kreis um C mit dem Radius C(Q) 
gezogene Tangente {b\ im Schnittpunkte (V\ mit CE den Winkel 
B(y\C — a, — Um endlich noch die Seite y zu bestimmen, haben 
wir nur das Dreieck A VB in die st^ umzulegen, indem wir es um 
AB drehen; das ist leicht, weil ja ZF= J^TÖa; ^^=^^(^»- 
Man braucht also nur einen der Schnittpunkte der beiden mit AVj^ 
um A und B{V\ um B beschriebenen Kreise zu zeichnen, etwa (F),; 
dann ist '^A{V\B'^y, und die übrigen Stücke sind in bekannter 
Weise zu finden. 

150. Wir woDen nun an zwei Beispielen zeigen, wie aus der 
/Konstruktion des Dreiflachs sich die Lösungen anderer wichtiger 
geometrischer Aufgaben ergeben. 

a) Gegeben zwei windschiefe Geraden a und b: eine dritte ar 
zu konstroieren, die mit ihnen die beiden gegebenen Winkel a und ß 
bildet und durch einen gegebenen Punkt P geht. 

Es genügt offenbar von der Geraden x die Richtung zu bestimmen^ 
denn hat man diese gefunden, so ist die Aufgabe zurückgeführt auf 
die Konstruktion einer Geraden von gegebener Richtung, die durch 



Digitized by 



Google 



16 I. Buch. Körperliche Ecken und Polyeder. 

einen gegebenen Punkt P geht. Wir denken uns durch einen be- 
liebigen Punkt F des Raumes die Geraden a^, b^, x^ gezogen, die bzw. 
parallel zu a, 5^ x sind. Diese bilden dann ein Dreiflacb, dessen Seiten 
n^h^ ^ ahy a^o?^ — ßy h^x^^ a bekannt sind, und damit auch das Drei- 
flach selbst. Wir konstruieren die Winkel GL und S> an den Kanten 
<i^ und b^] x^ ist dann die Schnittlinie der beiden Ebenen, Yon denen 
die eine durch a^ gehend mit a^b^ den Winkel €C bildet, die andere 
<lurch &j gehend mit derselben Ebene den Winkel S> bildet, diese 
Ebenen und jene Gerade lassen sich nun .(nach Nr. 40 Bd. I, S. 68, 
tlbungsaufg.) finden. Legen wir jetzt durch a und b die zu x^ parallelen 
Ebenen, so schneiden sie sich in einer Geraden, welche die Richtung 
-der gesuchten hat. 

h) Gegeben zwei Ebenen a und ß: gesncbt eine dritte E, die 
mit jenen die gegebenen Winkel €1 und S> bildet und durch einen 
Punkt P geht. 

Auch hier konstruieren wir zunächst die Stellung der Ebene L 
Durch einen beliebigen Punkt V der Geraden aß denken wir uns die 
2U 2 paraUele Ebene 2^ gelegt; dann bilden a, ß, 2i ein Dreiflach, dessen 
Winkel bekannt sind, dessen Seiten also gefunden werden können. 
Man kennt also den Winkel, den die Gerade aß mit der Geraden aEj 
bildet, also kann diese Gerade, die durch den Hilfspunkt V geht und 
in der gegebenen Ebene a liegt, (nach Nr. 39, Übung III) konstruiert 
werden. Ähnlich läßt sich auch die Gerade ßSj bestimmen. Beide 
Geraden bestimmen die Ebene Hj, und H ist die durch P zu Ej ge- 
legte parallele Ebene. 

Zur Übun^: !• Gegeben zwei windachiefe Geraden: eine dritte zu kon- 
«traieren, die beide schneidet und mit ihnen gegebene Winkel bildet. H. Einen 
Winkel von gegebener Größe darzustellen, wenn man kennt den Scheitelpunkt 
F^ (F', F"), einen Schenkel a^{a\ a") und die Neigung des anderen Schen- 
kels h gegen ^ Hoiizontalebene. [Anleitung: Zieht man durch Fdie Vertikale e, 
60 entsteht ein Dreiflach, dessen Seiten bekannt sind;* daraus lassen sich die 
Winkel ableiten^ z. B. der von der bekannten Ebene ca mit cb gebildete, folg- 
lich kann man diese Ebene leicht finden, usw.] 

Zweites Kapitel. 

Bemerkungen über die Polyeder im allgemeinen und über einige 

spezielle bemerkenswerte Polyeder.^) 

151. In der elementaren Geometrie versteht man unter einem 
Vieleck (Polygon) einen, von aneinander stoßenden Strecken begrenzten 
Teil der Ebene. Nun haben wir schon (in Nr. 60) bemerkt, daß eine 
derartige Figur durch Projektion in eine andere übergehen kann, die 

1) Bezüglich weiterer Einzelheiten über dieses wichtige Gebiet siehe man 
M. Brückner, Vielecke und Vielflache, Theorie imd Geschichte (Leipzig, 1900). 
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außer durch Strecken auch durch Pseudostrecken begrenzt wird, und 
die wir ein Pseudopolygon genannt haben. Es erweist sich als not- 
wendig, den Begriff des Polygons noch weiter auszudehnen und die- 
jenigen Teile einer Ebene dazu zu rechnen, die von mehreren Po- 
lygonzügen begrenzt sind, sei es, daß diese gewöhnliche Polygone sind 
(wie Fig. 10), oder Pseudopolygone und durch Projektion aus jenen 
entstanden (Fig. 11), schließlich auch solche die entstehen, wenn man 
aus dem Innern einer solchen Figur eine der vorigen Figuren heraus- 
schneidet (s. die nicht schraffierten Teile der Fig. 10 u. 11), und dann 
muß man sich die betr. Figur allenfalls noch von einer weiteren, ganz 
im Unendlichen gelegenen Linie begrenzt denken. 

Auf jeder der Begrenzungslinien solcher Flachen pflegt man einen 
positiven Sinn festzulegen, gewöhnlich derart, daß ein Beobachter, der 
sich längs derselben in dieser Richtung bewegt, immer die betrachtete 






Flg. 10. 



Fig. 11. 



Fläche zur Linken hat Wird die betrachtete Figur von n solcher zu- 
sammenhängender Linienzüge oder Ränder (diese können auch im Un- 
endlichen zusammenhängen) begrenzt, so heißt sie »-fach zusammen- 
hängend (so ist Fig. 10 dreifach, Fig. 11 zweifach zusammenhängend). 
Jede Linie, die innerhalb der betrachteten Fläche gezogen zwei 
verschiedene Punkte der Begrenzungslinie verbindet, heißt ein Quer- 
schnitt; man betrachtet ihn gewöhnlich als aus zwei unendlich nahen 
parallelen Linien bestehend. Wenn man dann bei einer w-fach zu- 
sammenhängenden Fläche zwei Punkte verschiedener Ränder durch 
einen Querschnitt verbindet (wie AB oder CD in Fig. 10), so gehen 
diese in einen einzigen Rand über: die Fläche verliert einen Rand 
und wird (n — l)-fach zusammenhängend. Verfährt man ebenso mit 
der neuen Fläche (vgl. Fig. 10, wo der Schnitt CD geführt ist) und 
fährt so fort, so wird durch n — 1 Querschnitte eine »-fach 
zusammenhängende Fläche in eine einfach zusammenhän- 
gende verwandelt. Diese Operation vermehrt, wenn man den Quer- 
schnitt nur als eine Gerade ansieht, die Zahl der ursprünglichen Seiten 
des Vielecks um »—1, die der Ecken um höchstens 2» — 2. Ver- 
mehrt ein Querschnitt, die Seiten um g, die Ecken um g, so ist 
3'-= g — 1; führt man nämlich den Schnitt durch zwei Ecken, so be- 

Loria-Sohütte: Darstellende Oeometrie. IL Bd. 2 
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kommen wir keine neue Ecke^ aber eine neue Seite; verbindet man 
eine Ecke mit einem zwischenliegenden Punkte^ so erhSlt man eine 
neue Ecke, aber zwei nwe Seiten; verbindet man endlich zw«i zwiichen- 
liegende Punkte, so yermehrt sich die Zahl der Ecken um 2, die der 
Seiten um 3; es kommt nämlich der Schnitt hinsu, und jede der ur- 
sprünglichen Seiten zerfiUlt in zwei neue. 

162. Unter einem (einfachen) Polyeder oder Vielflach, versteht 
man eine von n Vielecken begrenzte Figur derart, daB jedes Vieleck 
eine Seite mit dem benachbarten gemeinsam hat. Die Vielecke heißen 
die Flächen, ihre Ecken die Ecken, ihre Seiten die Kanten des 
Polyeders. Die Gesamtheit der Flächen heißt die Oberfläche des 
Polyeders; lassen wir eine oder mehrere Flächen fehlen, so entsteht 
eine offene polyedrische Fläche, die dann von einem ebenen oder 
windschiefen Vielecke begrenzt wird. Zwei in einer Kante zusammen- 
stoßende Flächen bilden nüteinander vier Flächenwinkel, von denen 
jedoch nur einer als der Flächenwinkel des Polyeders bezeichnet wird. 
Um diesen letzteren methodisch festzulegen, wenden wir ein Verfahren 
an ähnlich wie (in Nr. 140) bei den körperlichen Ecken. Wir nehmen 
auf irgend einer Fläche eine Seite als positiv und denken sie uns 
etwa schwarz gefärbt; wir färben alsdann auf den benachbarten 
Flächen die Seite welche die Fortsetzimg der positiven der ersten 
bildet ebenfalls schwarz und fahren so fort bis alle Flächen auf einer 
Seite gefärbt sind. Alsdann gelten als Flächenwinkel des Polyeders 
nur jene, die von zwei gleichgefärbten Seiten gebildet werden. — 
Bei weiterer Fortsetzung dieses Verfahrens kommt man im all- 
gemeinen auf dieselbe Seite der ersten Fläche zurück: solche Polyeder 
heißen zweiseitige Polyeder; es gibt aber auch solche, bei denen 
man auf die andere Seite derselben Fläche zurückkommt, so daß bei 
weiterer Fortsetzung des Verfahrens beide Seiten der sämtlichen Flächen 
schwarz gefärbt sein werden: solche Polyeder heißen nach Moebius 
einseitige. 

153. Wir betrachten jetzt ein Polyeder 2, dessen sämtliche Flächen 
— 1^ an der Zahl — einfach zusammenhängende Vielecke sind; E sei 
die Anzahl seiner Ecken, K die der Kanten. Zwischen den Größen 
F, E, K besteht eine Beziehung von größter Wichtigkeit, die wir, 
da sie von Euler und Descartes unabhängig von einander gefunden 
wurde, den Descartes-Eulerschen Satz nennen wollen. Um ihn 
zu beweisen, denken wir uns eine Fläche des Polyeders 2 wegge- 
nommen; dann entsteht eine offene Polyederfläche 3^^ mit J?\ Flächen, 
E^ Ecken und K^ Kanten, und es ist offenbar 

F,-F-\, E, = E, K,^K', .... (1) 

damit ist die Frage auf die Beziehung zwischen J\, JBj, K^ zurück- 
geführt. Jetzt denken wir uns von 2^ wieder eine an die Öffnung 
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stoßende Flache weggenommen, und diese habe m freie, d. h. nicht 
mit den anderen Flächen gemeinsame Kanten. Dann entsteht eine 
nene Polyederfläche S^ mit F^ Flächen, E^ Ecken, K^ Kanten, und 
es ist 

Hieraus folgt 

Diese Gleichung zeigt uns, daß der Wert des Trinoms F^ + K^ — E^ 
nicht von der Zahl der Flächen der Oberfläche £^ abhängt, also eine 
Zahl ist, die unverändert bleibt, wenn man von 3^ zu £, tibergeht 
(also eine Invariante in bezug auf die Operation, welche von 3^ 
zu 2, führt). Wiederholen wir diese Operation noch JP — 2 mal, so 
bleibt von ^ nur noch eine einzige Fläche, die n Seiten haben möge, 
übrig, d. h. die restierende Oberfläche £^-i hat n Ecken, n Kanten; 
und 1 Fläche, also ist der Wert jenes Trinoms fiir diese gleich 1, also 
ist auch im allgemeinen 

oder 

F,+E,^K, + 1 (2) 

Kombinieren wir nun die Gl. (1) und (2), so folgt 

J + ^-jK:+2 (3) 

und das ist der Descartes-Eulersche Satz. 

Es ist nun nicht schwer, eine allgemeinere Beziehung, abzuleiten 

für solche Polyeder bei denen nicht alle Flächen einfach zusammen- 
hängend sind (wie Figur 12, 
13). Führt man bei diesen eine 
gewisse Zahl q von geeigneten 
Querschnitten aus, so gehen 
alle Flächen in einfach zu- 
sammenhängende über. Dabei 
vermindert sich die Differenz 
E-K \xm q (vgl. Nr. 151 
Schluß); hat man also alle 

ausgeführt, so wird das Trinom F + {E — K) zu F + (E - K— q). 

Auf das nun entstehende Polyeder kann man den Eulerschen Satz an- 





Ifig. 12. 



Fip. 18. 



wenden, also ist 
oder auch 



F+(E-K-q)^2, 
l^+J5; = -K: + 2 + g . 



(*) 



Dies ist die gesuchte Relation; sie kann offenbar als Verallgemeine- 
rung von (3) angesehen werden, mit welcher sie für g — überein- 
stimmt. 
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Zur Übung: Gegeben ein Polyeder, fOr weichet die Gl. (8) beateht; auf k 
seiner Flächen werden ebensolche Polyeder anilg^esetzi, indem man den gemein- 
samen Flächenteil sich weggenommen denkt: man soll die Beziehung swischen 
der Zahl der Flächen, Kanten und Ecken des entstandenen neuen Körpers auf- 
finden und zeigen, dafi sie mit (4) übereinstimmt. 

154. WenDgleich die Anwendungen (Mineralogie und Architektur) 
öfters Beispiele von Polyedern bieten, die der GL (3) nicht genügen, 
so haben doch diejenigen Figuren, auf die der Descartes-Eulersche Satz 
anwendbar ist, die sog. Eulerschen Polyeder, f&r den Geometer das 
größte Interesse; es wird daher von Nutzen sein, wenigstens einige un- 
mittelbare Folgerungen dieses Satzes anzuführen. 

a) Wir wollen annehmen, daß unter den F Flächen des Polyeders 
sich Fj^ Flächen befinden, die konvexe Vielecke mit der Seitenzahl h 
seien, wo also % » 3, 4, 5 ... m, und unter den E Ecken E^ solche, 
in denen h Kanten zusammentreffen, wo Ä; = 3, 4, 5 . . . n. Dann ist 
offenbar .^^ .^^ 

Da nun jede Kante des Polyeders Seite zweier Flächen ist, und Ver- 
bindungslinie zweier Ecken, so können wir hinzufügen 

Bezeichnen wir nun mit 6 die Gesamtsumme der ebenen Winkel der 
ganzen Oberfläche des Polyeders imd mit öj^ die Summe der Winkel 
einer %-seitigen Fläche, so ist zunächst 

nach dem Satze über die Winkelsumme eines Vielecks, und weil 

Ä=8 

SO ist auch 

Ä = m Ä = m Ä = m 

Wegen der vorhergehenden Beziehungen kann man aber schreiben 

6 =- %'2K- 2 7tF^ 2'7i{K-F), 
und wegen 61. (3) 

6^27t{E-2) (6) 

Diese Formel wird durch folgenden, dem eben erwähnten Satze über 
die Winkelsumme eines Vielecks analogen, Satz ausgedrückt: Die 
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Summe der ebenen Winkel eines Enlersehen Polyeders mit konvexen 
Flieben ist so oftmal vier Rechte, als die nm zwei verminderte Zahl 
der Ecken angibt. 

b) Zur Bestimmung eines Polyeders im Räume genügt o£Eenbar 
die Angabe der Koordinaten seiner E Ecken, demnach sind scheinbar 
im ganzen 3JS Eonstanten notwendig. 

Enthält jedoch eine der Flächen % > 3 Ecken, so kann man nur 
von 3 Ecken alle 3 Koordinaten beliebig geben, von den übrigen 
h — 3 sind nur zwei beliebig, da sie ja alle in einer Ebene liegen, 
und dies vermindert die Zahl der Konstanten, von denen das Polyeder 
abhängt, auf 

oder zufolge der vorhergehenden Beziehungen 

3E-2K+3F^Z{E + F)- 2K. 

Nehmen wir nun an, daß das Polyeder ein Eulersches sei, so können 
wir diese Zahl auch darstellen als 

Um daher die Gestalt und die Lage eines Eulerschen Polyeders fest- 
zulegen, sind K + 6 Konstanten notwendig. Um aber die Lage eines 
Körpers im Räume festzulegen, sind 6 Konstanten notwendig, näm- 
lich die 3 Koordinaten eines seiner Punkte (3 Angaben) die Richtung 
einer durch diesen Punkt gehenden Geraden (2 Angaben) und die Stellung 
einer durch diese Gerade gehenden Ebene (1 Angabe). Daher hängt die 
Gestalt des Polyeders nur von f Konstanten ab. Damit ist folgen- 
der Satz von Legendre bewiesen: Ein Enlerscbes Polyeder ist durch 
soviele Konstanten bestimmt, als die Zahl seiner Kanten beträgt. Es 
ist selbstverständlich, daß diese Zahl sich vermindert, wenn das Poly- 
eder besondere Eigentümlichkeiten, z. B. Regelmäßigkeiten, in seinem 
Aufbau darbietet. 

165. Die am häufigsten auftretenden Polyeder sind die Pyra- 
miden und Prismen, insbesondere die Parallelipipeda, deren 
Behandlung in der elementaren Geometrie einen breiten Raum ein- 
nimmt. Hier möge nur daran erinnert werden, daß eine Pyramide 
durch ihre Spitze und di^ Grundfläche, ein Prisma durch eine Grund- 
fläche und die Seitenkante bestimmt ist. 

Weniger häufig auftretend, aber theoretisch von viel größerer 
Wichtigkeit sind jene Eulerschen Polyeder, die von lauter kongruenten 
konvexen regulären Vielecken begrenzt sind und lauter kongruente 
Ecken haben; man nennt sie die regelmäßigen Polyeder (nicht genau 
zutreffend auch die Platonischen Körper). Um ihre Existenz nach- 
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zuweisen, wollen wir mit n die Seitenzahl einer ihrer jP Flächen be- 
zeichnen , und mit $ die Zahl der in einer der E Ecken zusammen- 
laufenden Kanten. Da nun die Flächen mindestens dreiseitig, und jede 
Ecke mindestens dreiflächig ist, so ist 

»^3, 5^3 (6) 

Da femer 3 aneinanderstoßende Sechsecke keine körperliche Ecke bil- 

den können, da ihr Winkel -^ beträgt, so ist 

n<6 (7) 

Ist nun wieder K die Gesamtzahl der Kanten, so ist offenbar 

2K^n F^8 E, 

imd diese Beziehung gibt im Verein mit dem Satze F + E =^ K+ 2, 

^^TZlZI.' ^^lIYIl' ^"ITITZI' ^^^ 

n~^ 8 2 n"^ 8 2 w"*"« 2 

Diese Beziehungen zeigen uns, daß n und s immer derart gewählt 
werden müssen, daß 

i- + l>l' (9) 

oder. 

(n-2)(s-2)<4 (9') 

Es muß also eine der drei folgenden Gleichungen bestehen: 

(n - 2) (s - 2) = 1, (n - 2) (5 - 2) = 2, (n - 2) (5 - 2) = 3. 

Infolgedessen sind für n — 2, s — 2 nur die Wertepaare statthaft 1, 1; 
1, 2; 2, 1; 1, 3; 3,1; setzen wir diese ein, so liefert die erste als ein- 
zige Lösung w = 3, 5 « 3, die zweite die beiden 3, 4 und 4, 3; die 
letzte die beiden 3, 5 und 5, 3. Zufolge von (8) ergeben sich dann 
folgende Werte für K, F, E: 



K 


iS 


12 


12 


80 


30 


F 


4 


8 


6 


20 


12 


E 


. ^ 


6 


8 


12 


20 



Es ergibt sich demnach aus dieser einfachen Diskussion, daß es 
nicht mehr als fünf reguläre konvexe Polyeder gibt; nach der An- 
zahl ihrer Flächen werden sie als Tetraeder, Hexaeder, Oktaeder, 
Dodekaeder und Ikosaeder bezeichnet. Das erstere ist in sich 
selbst dual (4 Flächen, 4 Ecken), das zweite (6 Fl., 8 Ecken) zum dritten 
(8 FL, 6 Ecken), das vierte (12 Fl., 20 Ecken) zum fünften (20 FL, 
12 Ecken). Es möge noch hinzugefügt werden, daß man die ganze 
Ebene auf drei verschiedene Arten als ein reguläres Polyeder von 
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unendlich rielen Flächen auffassen kann; sie läßt sich nämlich in 
lauter regelmäßige Dreiecke^ Vierecke und Sechsecke zerlegen. 

166. Um die tatsächliche Existenz dieser Körper nachzuweisen, 
senden wir die klassische^ von Euklid immer in solchen Fälleu an- 
gewendete Methode an, daß wir die Konstruktion in Kürze angeben, 
indem wir annehmen, daß für jedes die Länge der Kante k gegeben sei. 

Das regulire Tetraeder. In einer beliebigen Ebene n zeichnen 
wir ein gleichseitiges Dreieck ABC mit der Seite hy errichten im 
Mittelpunkte des Umkreises die Senkrechte zu tt. Wo die mit Tc 
um A beschriebene Kugel die Senkrechte triift, liegt der Punkt D; 
dann ist offenbar DA^DB^DG^Tc, und das Tetraeder ABCD 
hat als Flächen 4 gleichseitige Dreiecke mit der Seite A;, es ist also 
regelmäßig, und aUe Kanten haben die gewünschte Länge. 

Das regnlftre Hexaeder oder der WflrfeL In einer Ebene tr 
' zeichnen wir ein Quadrat ABCD mit der Seitenlange k und errich- 
ten in seinen Ecken zu einer bestimmten Seite die Senkrechten zu tr 
von der Länge h nämlich AA^y ^^u (^^u BD^, Ziehen wir dann 
noch die Geraden A^B^y ^i^i, G^B^y B^A^ so entsteht ein Polyeder, 
das offenbar Ton 6 kongruenten Quadraten mit der Seite k begrenzt 
wird, also regelmäßig ist. 

Das regniftre Oktaeder. In einer beliebigen Ebene tt zeichnen 
wir ein Quadrat ABGB mit der Seite k. In seinem Mittelpunkte 
errichten wir eine Senkrechte zu % und tragen auf ihr yon aus 
nach beiden Seiten die Stücke OE und OF ab, die an Länge 
gleich den Stücken ÖAy OB, OC, OB sind. Verbinden wir E und 
F mit A, jB, C, B so entstehen 8 gleichseitige Dreiecke mit der 
Seite ky die das reguläre Tetraeder begrenzen. 

Das reguläre Dodekaeder. In 
einer beliebigen Ebene 7t konstru- 
ieren wir ein regelmäßiges 5 -Eck 
mit der Seite Ä, nämlich ABCBE 
(Fig. 14). Nun legen wir durch A 
auf einer bestimmten Seite von tt 
eine Gerade, die mit AB und AE 
ein regelmäßiges Dreiflach bildet, 
und tragen auf ihr eine Strecke 
AA^ — k ab. Dann können AB und 
AA^ als zwei aufeinander folgende 
Seiten eines regelmäßigen Fünfecks 
angesehen werden. Wir ergänzen 
dieses und erhalten das Polygon 
ABB^P^A^] ebenso konstruieren 

wir die Fünfecke AEE^N^A^, und BB^Q^C^C das CB und BB^ als 
aufeinanderfolgende Seiten hat, dann EBDiMiE^. Schließlich beachten 
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wir, daß C^CBB^ ein Teil eines regnlären Fünfecks bildet, das leicht 
zu ergänzen ist als CCiL^D^B, So haben wir eine offene Polyederfläche 
erhalten, gebildet ans sechs regnlären Fünfecken, begrenzt dnrch den 
regelmäßigen, windschiefen Linienzag A^ P^ B^ Q^ Ci L^ B^ M^ E^ N^ . Wir 
konstruieren nns nun eine zweite, ebensolche Fläche; dann können wir 
diese in eine solche Lage bringen, daß überaU zwei Kanten jener Linien- 
züge zusammenfallen. Es entsteht dann ein Ton 12 regelmäßigen Fünf- 
ecken begrenztes Polyeder, dessen Ecken außer den genannten 15 A, 
...D, J.1...D1, Z1...P1 noch 5 weitere hat, die Punkte LMNPQ, 
die ebenfalls ein regelmäßiges Fünfeck bilden, dessen Ebene parallel 
zu n ist. Das Polyeder hat als Kanten die Seiten der beiden Fünf- 
ecke ABGBEf LMNPQ, femer die 10 Seiten des genannten regel- 
mäßigen windschiefen Linienzuges, und schließlich die 10 Geraden 
AAi , . . QQi'^ es genügt somit allen früher aufgestellten Bedingungen. 

Das reguläre Ikosaeder. Auch hier zeichnen wir zunächst in 
einer Ebene ^ ein regelmäßiges Fünfeck ABCBE mit der Seite Tc 

und dem Mittelpunkte 0. Dann errichten 
wir in die Senkrechte zu jr und be- 
zeichnen mit F (s. Fig. 15) einen der 
Schnittpunkte dieser Senkrechten mit der 
um A mit dem Radius k beschriebenen 
Kugel. Ziehen wir nun die Geraden FAy 
FB . . . FEy so bekommen wir im ganzen 
fünf kongruente gleichseitige Dreiecke 
mit der Seite TCy die alle ihre Spitze in 
F haben. Betrachten wir jetzt die Ge- 
raden AB, AF, AE (die miteinander den 

Winkel y bilden), so können wir durch 

A noch zwei andere Geraden ziehen, die 
mit jenen eine regelmäßige fünfseitige 
Ecke bilden, und auf ihnen nach der F entgegengesetzten Seite von 7t 
die Strecken AB^ und AC^ = lc abtragen. Dann sind, wenn wir C^ 
mit Dl und E verbinden, die Dreiecke ABB^y AB^C^ und AEG^ 
alle gleichseitig, und die Punkte BFEC^B^ bilden wieder ein regel- 
mäßiges ebenes Fünfeck. Ergänzen wir in derselben Weise die Ecke 
E durch die Kante EB^ = h zur regelmäßig fünfseitigen Ecke und 
verbinden jB^ mit C^ und D^, so sind auch die Dreiecke EC^B^ und 
EBB^ gleichseitig, und wir haben jetzt eine offene, polyedrische Fläche 
vor uns, die von dem Linien zuge BCBB^G^B^ begrenzt ist. Kon- 
struieren wir nun eine zweite ebensolche Fläche, so können wir diese 
an die vorige so anlegen, daß die begrenzenden Linienzüge sich decken, 
imd es entsteht ein Polyeder begrenzt von 20 gleichseitigen Dreiecken mit 
12 Ecken und 30 Kanten, also das, dessen Existenz bewiesen werden sollte. 




Fig. 15. 
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157. Aus diesen regulären Polyedern^ in und um welche sich eine 
Kugel beschreiben läßt^ kann man weitere ableiten^ die nicht yoU- 
kommen regulär sind, insofern zwar die Ecken kongruent sind und 
ihre Flächen reguläre Polygone sind, aber nicht alle von derselben 
Seitenzahl; es läßt sich nur um diese, aber nicht in diese eine Kugel 
beschreiben. Sie heißen die halbregulären Polyeder (des Archime- 
des). Man kann sie auf verschiedene Weisen erhalten, insbesondere 
durch ein Verfahren, das man in der Mineralogie als das. Entecken 
der Kristalle bezeichnet. 

a) Betrachten wir ein reguläres Polyeder 2 mit seinen F Flächen^ 
E Ecken und K Kanten; jede Fläche habe n Seiten, jede Ecke Tc Kanten. 
Verbinden wir die Mittelpunkte der aneinanderstoßenden Kanten, bzw» 
der Seiten einer jeden Fläche^ so entsteht auf der Fläche ein ähn- 
liches, regelmäßiges Polygon von n Seiten, während an jeder Ecke 
ein regelmäßiges Vieleck von h Seiten entsteht. So erhalten wir ein 
neues Polyeder 2q, das als Ecken die K Mittelpunkte der K Kanten 
erhält, und dessen Oberfläche aus F n-seitigea und E Ä-seitigen regel- 
mäßigen Vielecken besteht. Wir haben also F^^ F + E, E^^^K 
und daher K^^ F^ + Eq — 2 ^ F + E + K - 2 ^ 2K. Nun sind 
die regulären Polyeder (abgesehen vom Te- 
traeder) paarweise einander dual; hat also 
das eine 2 die Zahlen F, E, K, », Aj, so 
hat das andere ^ entsprechend die Zahlen 
E, Fy K, hf n] entsteht also aus 2^ in der 
angegebenen Weise ein Polyeder mit F n- 
seitigen und E i-seitigen Flächen, so ent- 
steht aus 3i eines mit E Ä- seitigen und F 
n-seitigen Flächen: mit anderen Worten: 
Zwei duale reguläre Polyeder führen auf 
diese Weise zu demselben halbregulären 
Polyeder. — So erhalten wir: aus dem Te- ^^^' ^^' 

traeder ein Oktaeder; aus dem Würfel oder dem Oktaeder, einen Körper^ 
der von 6 Quadraten und 8 regelmäßigen Dreiecken begrenzt ist, das 
sog. Kuboktaeder; aus dem Dodekaeder oder Ikosaeder einen 32-Fläch- 
ner, von 20 Dreiecken und 12 Fünfecken begrenzt (Fig. 16). 

1)) In ein regelmäßiges w-Eck kann man bekanntlich ein regel- 
mäßiges 2n-Eck so einzeichnen, daß n seiner Seiten auf die jenes 
fallen. Führt man das für aUe Flächen des Polyeders S. aus, so ent- 
steht ein zweites äi^ mit F 2n-seitigen Flächen und E Ä-seitigen. 
Die Zahl seiner Flächen ist also J?\ = J'+iS, die seiner Ecken E^ 
«2Z, also ist die der Kanten Z^ -= i^i+ JS^ — 2 = F + EA-2K—2 
« SJBT. Führt man diese Operation für: 1. ein Tetraeder aus, so er- 
hält man einen von 4 regulären Dreiecken und 4 Sechsecken be- 
grenzten Körper (Fig. 17); 2. beim Würfel bekommt man einen von 
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Fig. 17. 




Mg. 18. 




Fig. 19. 



6 Achtecken und 8 Dreiecken begrenzten Körper; 
3. aus dem Oktaeder entsteht ein von 8 Sechsecken 
und 6 Quadraten begrenzter Körper; 4. das aus dem 
Dodekaeder entstehende Polyeder hat 12 reguläre 
Zehnecke und 20 Dreiecke als Seitenflftchen und schlieS- 
lich 5. das aus dem Ikosaeder entstehende Wird Ton 
20 Sechsecken und 12 Fünfecken begrenzt. 

c) Zu den halbregulären Polyedern mit zweieriei 
Seitenflächen müssen auch die geraden regulären Pris- 
men mit quadratischen Seitenflächen gerechnet werden, 
sowie die sog. Antiprismen, die entstehen, wenn man 
zwei reguläre w-Ecke durch einen Kranz von 2n gleich- 
seitigen Dreiecken verbindet (Fig. 18). 

d) Durch Entecken und Entkanten derart, daß 
regelmäßige Vielecke übrig bleiben bzw. auf den 
Schnittflächen entstehen, können aus den regelmäßigen 
Polyedern neue, halbreguläre gebildet werden, unter 
denen einige sogar dreierlei verschiedene Flächcoi 
haben. So entsteht z. B. aus dem Würfel d^ in 
Fig. 19 abgebildete 26-Pläehner, dessen Oberfläche 
aus 8 Dreiecken und 18 Quadraten besteht. 

e) Eine letzte interessante Gruppe von regulären, aber nicht kon- 
vexen Polyedern (die Keppler-Poinsotschen Sternpolyedep) entsteht aus 
der Bemerkung, daß die Ecken eines jeden regulären Polyeders zu- 
gleich Ecken eines anderen Polyeders 
sind^), das jedoch nicht konvex zu sein 
braucht, und in zwei oder mehrere zer- 
legt werden kann. Verbindet man die 
Ecken eines regulären Polyeders auf 
alle möglichen Weisen, so erhält man 
aus dem Würfel einen Tetraederzwilling, 
aus dem Dodekaeder entsteht das 20- 
eckige Sterndodekaeder, aus dem Ikosa- 
eder zwei andere Arten von Stemdodeka- 
edem und ein Sternikosaeder, die alle 
von Sternfünfecken begrenzt sind. Auch 
durch Verlängerung der Flächen oder 
der Kanten eines gewöhnlichen regu- 
lären Polyeders kann man die Sternpolyeder erhalten^), wie Fig. 20, 
das 32 eckige Sterndodekaeder, zeigt. 
• 

1) J. Bertrand, Note sur la theorie des polyedres regüliers, Comptes ren- 
du8, Bd. XLVI. 1858; vgl. auch Rouch^ et de Comberouse, Tratte de geo- 
metrie, Paris 1873. E. Partie. S. 269. 

2) h.A.Csmchj, Beeherchessurlespolyedres. Joum.derEcolepolyt. Bd. IX. 1811. 




Fig. 20. 
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Drittes Kapitel. 
Die Darstellimg der Polyeder. 

g 1. Allgemeines. 

158. Um ein Polyeder nach einer der Methoden der darstellen- 
den Geometrie abzubilden^ stellt man gewöhnlich zunächst die einzel- 
nen Ecken dar und verbindet dann diese in der durch das Netz des 
gegebenen Polyeders bestimmten Reihenfolge. In besonderen Fällen 
wird es besser sein, von der Darstellung der Flächen auszugehen und 
daraus die Ecken abzuleiten, indem man die im I. Teil dargelegten Auf- 
lösungen der Fundamentalaufgaben der Geometrie der Lage abwendet. 
Benutzt man die Methode der Zentralprojektion, so hat man zu be- 
achten, welche Kanten des Polyeders in Pseudostrecken (vgl. Nr. 59) 
übergehen, ebenso welche Flächen in Pseudopolygone übergehen.*) 
Es seien noch folgende Bemerkungen hinzugefügt, um die Zeichnungen 
anschaulicher zu machen. 

Wir betrachten ein konvexes Polyeder 2, einen Punkt des 
Raumes außerhalb desselben, und das von ihm als Scheitel ausgehende 
Strahlenbündel. Von den Strahlen werden einige das Polyeder schnei- 
den — wir woUen sie Sekanten nennen — , andere werden ganz außer- 
halb desselben liegen, noch andere schließlich werden gewisse Kanten 
streifen, und sie woDen wir Tangenten des Polyeders nennen. Jede 
Tangente bestimmt mit der gestreiften Kante eine Ebene, Tangential- 
ebene des Polyeders, in bezug auf die sich das Polyeder ganz auf 
einer Seite befindet. Die sämtlichen durch gehenden und S be- 
rührenden Geraden büden eine konvexe körperliche Ecke, und der 
Ort der Berührungspunkte besteht nun, wie leicht einzusehen, aus 
einer gewissen Zahl von Kanten des Polyeders; diese bilden dann 
einen gebrochenen Linienzug, der geschlossen ist. Man nennt ihn 
den Umriß des Polyeders, indem man sich in ein Auge denkt. 
Unter der Voraussetzung, daß das Polyeder nicht durchsichtig ist, 
trennt er den von aus sichtbaren Teil von dem unsichtbaren, 
oder auch den beleuchteten Teil von dem dunkelen, wenn man 
sich in eine punktförmige Lichtquelle denkt. 

Wird nun das Polyeder in Zentralprojektion dargestellt, so be- 
trachtet man als sichtbar, und zeichnet daher in ausgezogenen Linien 
die Projektionen der Kanten, die den sichtbaren Umriß in bezug 

1) Nach einigen Autoren gelten bei der Zentralprojektion die Punkte des 
Polyeders als sichtbar, die vor der Bildebene (d. h.'im I und 11 Gebiete des Raumes) 
liegen, während bei der Mongeschen Methode für die erste (zweite) Projektion 
diejenigen als sichtbar gelten, die in dem I u. II (I u. IV) der vier Gebiete liegen, 
in die der Raum durch die Projektionsebenen geteilt wird. Es ist aber besser, 
nach unserer Meinung, di^ Projektionsebene als durchsichtig zu betrachten. 



Digitized by 



Google 



28 I* Buch. Körperliche Ecken und Polyeder. 

auf das Projektionszentrnm bilden, ebenso die Projektionen aller 
anderen sichtbaren Kanten; dagegen punktiert und gestrichelt die 
aller übrigen Kanten. Bei der Mongeschen Methode verfährt man 
ähnlich; man hat dabei zwei Umrisse zu betrachten^ den einen in 
bezug auf ein im Zenit der Grundrißebene, den anderen in bezug 
auf ein im Zenit der Aufrißebene befindliches Auge. Bei jeglicher 
Darstellungsmethode ist wichtig zu beachten: 

1. Der Umriß des Polyeders ist stets ganz sichtbar. 

2. Eine Fläche, die einen sichtbaren Punkt enthält, ist ganz sicht- 
bar, ausgenommen der Fall, daß jener Punkt dem Umrisse angehört. 

3. Eine Fläche, die einen unsichtbaren Punkt enthält, ist ganz 
unsichtbar, ausgenommen eventuell einige Seiten, die dem Umrisse 
angehören. 

4. Eine Kante, die einen sichtbaren Punkt enthält, ausgenommen, 
wenn er dem Umrisse angehört, ist vollkommen sichtbar. 

5. Eine Kante, die einen unsichtbaren Punkt enthält, ist ganz 
imsichtbar, ausgenommen etwa den Endpunkt, der dem Umrisse an- 
gehört. 

6. Von zwei Polyederflächen, die eine Kante gemeinsam haben, 
welche ein Teil des Umrisses ist, ist die eine sichtbar und die 
andere unsichtbar. 

7. Zwei Polyederflächen, die eine Kante gemeinsam haben, die nicht 
ein Teil des Umrisses ist, sind beide sichtbar oder beide unsichtbar. 

8. Zwei durch denselben Eckpunkt des Polyeders gehende 
Kanten sind beide sichtbar oder unsichtbar, wenn jener Eckpunkt 
dem Umrisse nicht angehört. 

9. Von zwei Punkten, die ihre Projektion gemeinsam haben, ist 
nur einer sichtbar. 

§ 2. Pyramiden und Prismen. 

169. Wir schicken folgende einfache Bemerkungen voraus. Es 
seien ö^ und 6^ zwei ebene Perspektive (im speziellen auch homo- 
logische) Systeme mit dem Zentrum und der Achse s. Zwei be- 
liebige entsprechende Punkte P^ und P^ liegen dann mit in gerader 
Linie, und zwei entsprechende Geraden g^ und g^ schneiden sich auf s. 
Wir denken uns nun diese beiden Systeme von einem beliebigen 
Punkte C aus auf eine Ebene n projiziert, und die so enthaltenen 
Projektionen durch Strichel bezeichnet. Dann entstehen auf tt zwei 
zueinander projektive Systeme 6^' und o^ ^^^ ^^^ gemeinsamen 
Träger tt. Zwei beliebige einander entsprechende Punkte P^', Pj' der- 
selben liegen dann in gerader Linie mit 0\ der Projektion von 0, 
während zwei einander entsprechende Geraden sich auf s' schneiden; 
das zeigt uns, daß <?/ und 6^ zwei homologische ebene Systeme sind 
mit dem Zentrum 0' und der Achse s. Folglich: Zwei ebene per- 
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spektivische Systeme liefern als Projektion zwei homologische Systeme 
mit den Projektionen des Zentrums nnd der Achse als Zentmm und 
Acbse. WiU man denjenigen Punkt P^ von 6^ finden, der dem 
Punkte P/ von 6^ entspricht, so verfährt man folgendermaßen: Man 
projiziere P^' von aus als P^ auf den Träger von 6^ und bestimme 
Pj, den Pj in 6^ entsprechenden Punkt betrachtet als zugehörig dem 
System 6^ ; die Projektion von Pj von G aus auf tt gibt den Punkt P^, 
Ähnlich verfährt man, wenn man die der Geraden g^ in <s^' ent- 
sprechende Gerade g^ konstruieren wiU. Soll z. B. die Grenzgerade 
von 6^' konstruiert werden, so legen wir durch die zu tt parallele 
Ebene und bestimmen ihren Schnitt mit der Ebene der Systeme 6^] 
von dieser Geraden suchen wir die entsprechende in (J^; ihre Projektion 
von aus auf % ist die gesuchte Gerade. 

160. Eine Pyramide wird gewöhnlich durch ihre Spitze V und 
das Polygon der Grundfläche P^P^ . . , P^ bestimmt. Bei Anwendung 
der Mongeschen Methode ist die Spitze durch ihre Projektionen F", 
F" bestimmt, die Grundfläche durch die Spurlinien ä^, s^ ihrer Ebene 
und die Horizontal- (oder Vertikal-) Projektion, oder durch die beiden 
Projektionen dreier Ecken und eine der übrigen Ecken. In beiden 
Fällen kann man nach einem bekannten Verfahren (vgL Nr. 17, 26) 
die Darstellung der Grundfläche und damit die der ganzen Pyramide 
vervollständigen. — In besonderen Fällen können die Daten in anderer 
Weise gegeben sein: so z. B. wird eine gerade reguläre »»-seitige 
Pyramide schon durch ihre Spitze 5, eine Ecke P^ der Grimdfläche 
nnd deren Ebene bestimmt sein. 

Zar Übun^: !• Die Darstellung einer in der obigen Weise gegebenen 
regulären Pyramide auszuführen [indem man eine ümlegung der Ebene der Grund- 
fläche benuzt]. 

n« Eine Pyramide darzustellen, die zur Grundfläche ein regelmäßiges n-Eck 
hat, wenn man die Spitze V^(y\ F") kennt, den Mittelpunkt = (0', 0") 
der Grundfläche und die Horizontalprojektion einer seiner Ecken. 

Hl. Eine Pyramide darzustellen, die als Grundfläche ein in der Grundriß- 
ebene gegebenes Dreieck ABC hat, und von der man die Längen der Seiten- 
kanten FJ., FJ?, VC kennt. (Man lege die Seitenflächen in die Grundriß- 
ebene um.) 

IT. Dieselbe Aufgabe zu lösen für den Fall, daß ABC in einer Ebene 
T = [*i , tf] liegt, und durch seine Horizontalprojektion gegeben ist. [Durch üm- 
legung von T in die Grundrißebene.] 

Benutzt man hingegen die Zentralprojektion, so muß für die 
Pyramide gegeben sein: 1. die Spitze als F=(T/', F') oder als 
F=(^i', F'); 2. die Grundfläche als Tq = K^ol? 3- ^^^ Projektionen 
Pi', P^f . . . P„' ihrer Ecken. Dann haben die Grundkanten zur 
Projektion die Geraden P^P'j^^^ und als Darstellungselemente die 
Schnitte dieser mit t^ und i^. Die Seitenkanten haben als Projek- 
tionen die Geraden VPj^ und ihre Darstellungselemente T^J/ werden 
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erhalten durch Anwendung der I. Grandaofgabe der Lage (s. Nr. 64 
und 66). Sind nun die Elemente einer dieser Kanten z. B. VP^ be- 
stimmt^ so kann man mit Anwendung des in Nr. 159 Gesagten, die 
der anderen daraus ableiten. Es sind nämlich die ebenen Figuren 
I^Tg . . . r^ und /j J, . . . J^ beide perspekti^ mit P^P^. , , P^, indem 
für beide V das Perspektivitätszentrum ist; und Penqpektivitätsachse 
das eine Mal; die Spurlinie, das andere Mal die unendlich ferne Ge- 
rade von Tq, Dies zeigt uns: 1. die beiden Figuren T^T^, . .T^ und 
Pi'Pj' . . . P/ entsprechen sich in einer Homologie mit dem Zentram F' 
und der Achse t^, 2. Die Figuren I^I^ .../„' und P^P^ ,.,P; 
entsprechen sich in einer Homologie mit dem Zentrum V und der 
Achse ^o'; beide Homologien sind durch je ein Paar entsprechender 
Elemente bestimmt^ sobald die Kante VP^ Tollstandig dargestellt ist. 

Zur Übung: I. Die in der vorigen Übung bestimmten Pyramiden in Zen- 
tralprojektion darzustellen. 

II. Dieselben Aufgaben nach der Methode der kotierten Ebenen zu lösen. 

161. Ein Prisma wird gewöhnlich bestimmt durch eine seiner 
Grundflächen M^M^ . . . M^ und eine Ecke der anderen Grundfläche 
N^N^ . , . N^, die einer bestimmten Ecke der ersteren entspricht. Um 
nun die erste Grundfläche festzulegen, im Falle daß die Monge- 
sche Methode angewandt wird, können wir etwa die Spuren 
ihrer Ebene t^y t^ geben und die ersten Projektionen ihrer Ecken; 
von der anderen Ecke, etwa N^y können wir beide Projektionen geben. 
Aus diesen Angaben läßt sich (nach Nr. 17) die zweite Projektion 
der Gnmdfläche darstellen; M^N^ und M/'N^'' stellen dann eine 
Seitenkante des Prismas dar, die übrigen erhaJt man, wenn man durch 
Jf/, Jfs' . . . Jf«' die mit -M/JVi', und durch Jtf/', Jtfj" . . . Jtf„" die 
zu M^'N{' äquipoUenten Strecken zeichnet; die noch fehlenden Kanten 
sind damit sofort gegeben. Man beachte, daß besagte Konstruktion 
eine Kontrolle bietet, indem N^ und Nj^' (Ä = 2, 3, 4 . . . n) auf der- 
selben Ordinate liegen müssen. 

Zur Übnn^: Ein gerades regulär n-seitiges Prisma darzustellen, dessen 
Achse gegeben ist, eine £cke und die gemeinsame Länge der Seitenkanten. 
[Durch ümlegung erhält man die die gegebene Ecke enthaltende Grundfläche; um 
die andere zu bekommen, wende man die Aufg. I Nr. 81 und die Aufg. II 
Nr. 37 usw. an.] 

Wendet man aber Zentralprojektion an, so ist folgende 
die beste Art, ein Prisma zu bestimmen: Man gebe die Ebene r = [^ i^ 
einer der Grundflächen, ihre Projektion M^M^ . . . Jf/, den gemein- 
samen Fluchtpunkt T der Seitenkanten und schließlich auf der Ge- 
raden FM^ die Projektion If^ der Ecke der anderen Grundfläche 
die Jfj entspricht, dadurch ist der Körper offenbar vollständig be- 
stimmt. Von der Seitenkante -Sfi-^i kennt man den Fluchtpunkt /', 
und der Spurpunkt T^ läßt sich (nach Nr. 66) leicht finden. Um die 
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Spurpunkte der übrigen Kanten zu finden^ beachte man, daß die 
beiden Vielecke Jf^ Jif, . . . Jf^ und T^T^ , , . T^ perspektiv in bezug 
auf das Zentrum Z sind; daher sind ihre Projektionen (vgl. Nr. 159) 
M^M^ . . . M^ und T^I^. . . T^ homologisch in bezug auf das Zen- 
trum I' und die Achse ^; da nun schon ein Paar entsprechender 
Paukte^ Jtf/, Ti und die Ebene der beiden Vielecke bekannt ist, so 
ISAt sich das zweite konstruieren. — Ebenso sind die beiden Vielecke 
Jfj Jf, . . . M^ und N^N^ , . . N^ perspektiv in bezug auf das Zentrum I 
imd die unendlich ferne Gerade iy die beiden Ebenen gemeinsam ist, 
als Achse; daher entsprechen sich die beiden Vielecke M^M^ . . . M^ 
und ^iN^ . . . N^ in einer Homologie mit dem Zentrum i' imd der 
Achse %. Da nun eins derselben bekannt ist und eine Ecke des 
anderen, so läßt sich letzteres vollständig zeichnen. Alsdann läßt 
sich die Darstellung des Prismas leicht vervollständigen. 

Zur Übung: Das in der vorigen Übung bezeichnete Prisma in Zentralprojek* 
tion darzustellen. 

Bei Anwendung der Methode der kotierten Ebenen ver- 
fährt man folgendermaßen. Ist die Projektion M(M^ . . . Jf/ der 
Grundfläche und die Neigungsskale ihrer Ebene gegeben, so bestimme 
man nach dem in Bd. I Nr. 95 gegebenen Verfahren die Koten m^, 
t»g, . . . Wy der Ecken. Ist dann ^j = (^j', n^ als die dem M^ ent- 
sprechende Ecke der Deckfläche gegeben, so ziehe man durch 
M^M^ . . . M^ Strecken gleich und gleich gerichtet mit M^N^y ihre 
Endpunkte bilden dann die Projektion der Deckfläche. Die Eoten 
ihrer Ecken n^, n, . . . n^ bekommt man aus der Beziehung 

», — Wi = Wg — Wj = • • • = w^ — m^. 

Zur Übungt Das vorhin bezeichnete Prisma in der Methode der kotierten 
Ebenen darzustellen. 

Die Art der Bestimmung eines Prismas, wie sie im vorigen be-^ 
nutzt wurde, kann durch unzählige andere ersetzt werden, die je nach 
den Umständen mehr oder weniger wertvoll sein können. Dazu ge- 
sellen sich noch andere, wenn es sich um spezielle Polyeder handelt. 
Bemerkenswert ist jene, die in dem folgenden Porisma enthalten ist: 

Sind drei beliebige Geraden a, 6, c gegeben^ die alle zueinander 
windschief sind, so gibt es immer ein einziges Parallelipiped, bei 
dem jene Geraden (der Lage nach) drei unabhängige (d. h. weder 
parallele noch zusammenlaufende) Kanten sind; man soll diesem 
konstruieren und darstellen. 

Auflösung: Durch a legen wir die zu h und c parallelen 
Ebenen ß^ und Yi, ebenso durch 6 die zu c und a parallelen Ebenen Tr 
und o^ schließlich durch c die Ebenen o,, ßg parallel zu a, 6. Somit 
haben wir im ganzen sechs Ebenen, die zu je zwei und zwei einander 
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parallel sind; sie begrenzen das Parallelipiped, das den Bedingongen 

der Aufgabe entspricht. 

Um die Darstellung nach der Mongeschen Methode auszufahren^ 

nehmen wir an, daß die drei Geraden als a = (a', a"), b = (V, ft"). 

c = {c'y c") gegeben seien (s, 
Fig. 21). Durch einen belie- 
bigen Punkt A^^A^Ä') von 
a ziehen wir die Geraden \ , c^ 
parallel zu hy c; die Ebenen 
a\ und ac^ werden dann die 
Ebenen zweier Flachen des 
gesuchten Parallelipipeds sein. 
Die Punkte B und 0, in denen 
die Geraden b und c die Ebe- 
nen ac^ und ab^ treffen, sind 
zwei Ecken des gesuchten Po- 
lyeders; ihre Projektionen las- 
sen sich ohne Benutzung der 
Spuren jener Ebenen (nach 
Nr. 24 Bd. I, S. 20) finden. 
Die durch C zu 6 und durch 
B ZM c gezogenen Parallelen 
schneiden a in zwei anderen 
Ecken B und E des Poly- 
eders. Wir erganzen nun die 
Parallelogramme BEBF, 
CDFK, CBEG, GCKH 
und haben dann die übrigen 
Ecken in beiden Projektionen. 
Der Leser beachte die vielen 
Bestätigungen, die diese Eon- 
Mg. 21. struktion bietet. 

Zur Übnngr: I. Dieselbe Aufgabe mit Anwendung der Zentralprojektion zu lösen. 

II. Als Obelisk bezeichnet man ein Polyeder, das zwei Endflächen 
^1 .4, . . . -4„ und B^B^, . .B^ mit einander parallelen Seiten (von denen einige 
auch gleich Null sein können) hat und A^B^^ Ä^B^ .,. A^B^ als Seitenkanten. 
Ein solches soll nach den bekannten Methoden dargestellt werden. 

III. Einen Parallelk antner nennt H. Schubert ein Polyeder, das ent- 
steht, wenn man ein Prisma durch eine zur Grundfläche schiefe Ebene abschneidet. 
Die Darstellung eines solchen zu finden, wenn man die eine Grundfläche 
A^A^..,Ä^ kennt und von der anderen Fläche die Ecken B^ B^ B^ , derart daß 
A^Bi, A^B^y A^B^ einander parallel sind. 

g 3. Die regulären Polyeder. 
162. Ist über <lLe Lage eines Polyeders in bezug auf die Bild- 
ebenen keine Bestimmung getroffen, so kann man sie so wählen^ dafi 
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seine Projektionen Ton möglichst größter Einfachheit werden; so kann 
man z. B. das Polyeder mit einer seiner Flächen auf die Grundrißebene 
legen, so daß diese mit ihrem Grundriß zusammenfällt und der Aufriß 
in die Gh-undlinie fällt. Hat das Polyeder mehrere einander parallele 
Kanten, so kann man beide Projektionsebenen oder wenigstens eine so 
wählen, daß sie zu jenen Kanten parallel läuft; hat es eine Symmetrie- 
ebene, so kann man diese oder eine dazu parallele Ebene als Bild- 
ebene nehmen und wenn es eine Symmetrieachse hat, so kann man 
diese auf eine Bildebene senkrecht stellen. Von diesen Vorteilen werden 
wir Anwendung machen, um von den fünf regulären Polyedern ausdrucks- 
volle Darstellungen nach der Mongeschen Methode zu erhalten; durch 
Anwendung der im I. Teile dargelegten Weisen (L Buch, Kap. 11; 11. B. 
K. 6 u. 7; IV. B. K. 1) können wir dann die Abbildungen auf andere 
Ebenen oder nach anderen Darstellungsmethoden daraus leicht erhalten. 

Das regniäre Tetraeder. Es sei l die Kantenlänge des regulären 
Tetraeders ÄBCD, Wir legen die Fläche ABC auf die Grundriß- 
ebene (s. Fig. 22), dann fallen A% R, C mit J., J?, G zusammen und 
bilden ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite Z, und Ä\ B\ G" fallen 
auf die Grundlinie. Die Horizontalprojektion ZK 
der Spitze 2) fällt auf den Mittelpunkt des Um- J" 

kreises des Dreiecks ABG. Zieht man dann D' Ä, /l\\ 

B'B, D'G\ so ist der Grundriß fertig. Für den //j \ 

Aufriß hat man nur noch D" nötig, und hierzu // | \ 

genügt es, die Kote von D zu kennen. Legen wir n"/ Ia''\Di£ \b' 
jetzt das rechtwinklige Dreieck BGA in die Grund- ^^L^ | 
rißebene um, es um GA drehend, so kommt 2) in ^ 
einen Punkt der in zu GA errichteten Senk- 
rechten zu liegen, derart daß A{B) == l wird; 
G(B) ist dann die gesuchte Kote. Tragen wir 
diese auf der Ordinate B^B^^ von B^^ aus ab, so ^"^^ 

erhalten wir D", welchen Punkt wir mit J.", B\ 
C" verbinden um den Aufriß zu erhalten. ^' 

Anmerkung: Im regulären Tetraeder fallen der Mittelpunkt 
der einbeschriebenen und der der umbeschriebenen Kugel mit dem 
Schwerpunkte O zusammen. Dieser liegt auf einer Höhe, etwa OD, 
in ein Viertel Abstand von der Grundfläche. Teilen wir also G{B) 
in 4 gleiche Teile und nehmen den ersteo Teilpunkt von aus, 
so erhalten wir (G). Hieraus folgt, daß die Strecken (0)0 und (0)(D) 
die Radien der dem Tetraeder ein- bzw. umbeschriebenen Kugel sind. 

Bezeichnen wir den ümkreisradius des Dreiecks ABC mit r, 

so ist r = -^; femer folgt aus der Fig. 22, daß 
V^ 

pff)W' ^ A\Bf - ÄB'^ ^V-^r^^ 3r« - r« = 2r«, 

liOzia-Schütte: DanteUende Geometrie. IL Bd. 8 
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folglich ist die erste Kote der Ecke D gleich der Seite des in den 
Umkreis der Tetraederfliche beschriebenen Quadrates. 

Zur Übung: I. Projiziert man ein regul&res Tetraeder orthogonal auf eine 
Ebene, die zur Verbindungslinie der Mitten zweier Gegenkanten senkrecht steht, 
so erhält man ein Quadrat mit seinen Diagonalen. — !!• Ein reguläres Tetraeder 
in Zentralprojektion darzustellen, wenn man die Ebene einer Fläche und zwei 
Ecken auf ihr kennt. (Man benutze die Umlegung der gegebenen Ebene und 
wende die Lösung der Fundamentalaufgaben an.) 

163. Das reguläre Hexaeder oder der Wfirfel. Es seien ABCD 
nnd EFOH zwei gegenüberliegende Würfelflächen mit der Heite l. 
Wir legen die erste parallel zur Grundrißebene, dann 
erhalten wir in dieser ein Quadrat AIS Gif mit 
der Seite l (s. Fig. 23) und seine Ecken fallen mit 
den Projektionen der Ecken der zweiten Fläche 
E'F'G'H' zusammen, es braucht also für den Grund- 
riß nichts hinzugefügt zu werden. Die Punkte 
A" B"C'' D'' liegen auf einer zur Achse parallelen 
Geraden (die übrigens beliebig ist) und da die 
Strecken AE, BF,., senkrecht laufen, so pro- 
jizieren sie sich in wahrer Größe i, und daher kom- 
men die Punkte JB", F", G", -ff" auf einer zu A'BT 
im Abstände l gezogenen Parallelen zu liegen. Zieht 
man also die Ordinaten der Punkte J-'^JS', B'^F'... 
so ist der Aufriß vollständig. 

Anmerkung: Die Radien der dem Würfel ein- und umbeschrie- 
benen Kugel sind gleich der halben Kante, bzw. gleich der halben 
Würfeldiagonale AG. 

Zur IJbung: !• In Grund- und Aufriß einen Würfel abzubilden, von dem 
man die Ebene . einer Seitenfläche kennt , und zwei aufeinander folgende oder 
gegenüberliegende £cken. — II. Dieselbe Aufgabe für Zentralprojektion zu 
lösen (vgl. Nr. 161). — III. Die Ecken eines Würfels sind die Ecken zweier 
regulärer Tetraeder; deren Darstellung aus der Würfelabbildung abzuleiten. ■— 
IT. Gegeben ein rechtwinkliges Dreikant Ox, Oy, Oz; gesucht ein reguläres 
Tetraeder OÄBC, dessen Ecken A^ JB, C bzw. in den Ebenen yOz^ zOx, xOy 
liegen. — V. Projiziert man den Würfel auf eine zur Diagonale senkrechte 
Ebene, so erhält man ein regelmäßiges Sechseck mit den ümkreisradien. Warum? 

Das reguläre Oktaeder. Es sei ABCBEF ein reguläres Okta- 
eder mit der Kante ü. Wir bringen es in eine solche Lage, daß die 
Ecken A, B, C, B sich in einer horizontalen Ebene befinden und 
demnach EF vertikal steht. J.', B\ C% B' sind dann die Ecken 
eines Quadrates mit der Seite i, und die Punkte E' und F' fallen 
mit dem Mittelpunkte des Quadrates zusammen; die Yerbindungs- 



Fig. 28. 
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(Durch 



linien dieser Punkte bilden also den Onmdriß (s. Fig. 24). — Im Aufriß 

liegen A"y J?", G'\ D" in einer (beliebigen) zur Grandlinie parallelen 

Geraden. Da nun Ö^— ÖF— ÖZ und OE par- 

allel zur Aufrißebene ist, so wird WW =^WF' 

=» J. = 0'^', da OJ. parallel zur Grundrißebene 

ist. Man hat also nur von 0", welches auf A'B*' 

liegt auf der zugehörigen Ordinate nach beiden Seiten 

0'A\ die halbe Quadratdiagonale, abzutragen um 

K' und F" zu erhalten. Verbinden wir alle Punkte 

mit einander so haben wir den Aufriß. 

Zur Übung: I. Projiziert man das Oktaeder ortho- 
gonal auf eine zu einer Seitenfläche parallele Ebene, so 
erhält man ein reguläres Sechseck mit den Diagonalen, die 
eine Ecke üherschlagen (s. Fig. 87). — TL. Die Abbildung 
des Oktaeders aus der des Würfels (Fig. 28) ahzuleiten mit 
Benutzung des ümstandes, daß die Mittelpunkte der Würfel- 
flächen die Ecken eines Oktaeders sind. — lU« Nach der 
Mongeschen oder in Zentralprojektion das Oktaeder darzu- 
stellen, wenn man die Ebene des Quadrates AB CD kennt 
und zwei aneinander stoßende (oder gegenübeiliegeDde) Ecken desselhen, 
Umlegung.) 

164. Das reguläre Dodekaeder. Wir behalten die in Nr. 166 
und Fig. 14 angewandte Bezeichnung bei und legen das Polyeder mit 
der Fläche ABC DE auf die Grundrißebene tt^; dann befindet sich 
die gegenüberliegende Fläche LMNPQ in einer dazu parallelen 
Ebene a^, die Ecken Jl^B^C^B^E^ in einer dritten, L^M^N^B^Q^ in 
einer vierten ebenfalls parallelen Ebene, die wir n bzw. o nennen. 
Dann haben die Ebenen tt und tTi, sowie a und a^ aus Gründen der 
Symmetrie denselben Abstand, den wir mit x bezeichnen wollen; den 
Abstand zwischen tt und o dagegen woUen wir mit y bezeichnen. — 
In der tt^ zeichnen wir zunächst das regelmäßige Fünfeck ABCDE 
aus der Kante l des Dodekaeders. Um dieses beschreiben wir den 
Kreis, dessen Radius r sein möge. Die den Punkten A, B, ö, D, E 
diametral gegenüberliegenden Punkte dieses Kreises sind dann die 
ersten Projektionen der Ecken i, M, N, P, Q, weshalb das Fünfeck 
L'M'N'P'Q' (s. Fig. 25) die Projektion der ABCDE gegenüber- 
liegenden Flache ist. Um die übrigen Ecken im Grundriß zu be- 
kommen, betrachten wir zwei andere, ebenso gegenüberliegende Flächen, 
etwa ABB^P^Ay und LMM^D^L^, Ihre Diagonalen A^B^ und M^L^ 
sind mit den Seiten AB und ML, aber auch mit den Diagonalen EG 
und NQ parallel; demnach sind sie sowohl untereinander als auch mit 
TTi parallel, projizieren sich also in wahrer Länge. Die Endpunkte der 
genannten 4 Diagonalen liegen aber symmetrisch zur Ebene DD'O, 
also in zwei zu tt^ senkrechten Ebenen, also projizieren sie sich auf 
die Geraden EN' und C^'; auf diesen liegen also auch ^', M^' und 
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B^, L/. Es ist klar, daß femer A^ . , . L/ auf der Verlängerung der 
Radien OfA, . . ., OL' liegen müssen, also nun leicht zu finden sind. In 
^ , gleicher Weise findet man die übrigen 

_MlNl zLr — Q gj Ecken ^), oder was bequemer ist : Wird 

nun mit OA^' um ein Kreis be- 
^''l schrieben, so liefern die Verlänge- 
)^-f-^ rungen der Radien OB, OG,.,.QQ' 
y^ho die übrigen Ecken J?/, G^ ... Q^' auf 
-P diesem Kreise liegend. In geeigne- 
ter Weise verbunden liefern sie den 
Grunriß des Dodekaeders. 

Was den Aufriß betrifft, so liegen 
zunächst A'\ B", (?", i)", E" auf 
der Achse a^,; ^^^^ ^^ leicht zu 
finden. A"y . . . E^' liegen auf einer 
zu a^2 parallelen im Abstände x ge- 
zogenen Geraden p, L'\ M^' . . . Qf\ 
auf einer zu p parallelen Geraden s 
im Abstände y Ton p und schließ- 
lich Z", W\ . . . g" auf einer Ge- 
raden 5i, die von s wieder den Ab- 
stand X hat. Wenn wir diese Ab- 
stände kennen, sind die Punkte leicht 
zu finden, x ist nun nichts anderes, 
als die Kote des Punktes A^, also die 
Kathete eines rechtwinkligen Drei- 
ecks, dessen Hypotenuse AA^ = ?, dessen andere Kathete AA^ ist, 
also ist 




X' 



- p - aa;\ 



AA^ = A'N' (wegen der Kongruenz der Dreiecke AA' E. und 
AN'H) ist also gleich der Zehneckseite in dem Kreise mit dem 
Radius r; l ist die Pünfeckseite in demselben Kreise. Nun bilden 
aber, nach einem Satze von Euklid (Elemente XIII. Buch, Satz X), 
die Zehneckseite, Sechseckseite und Fünfeckseite ein rechtwinkliges 
Dreieck, s^^^ + Sq^ — s^\ also ist x die Sechseckseite d. h. der Radius 
OA: wir haben demnach 

x:^r (1) 

Ebenso kennt man von der Strecke A^N^ die wahre Länge l und 
ihre Projektion A^N{. Erstere ist nun die Fünfeckseite, letztere 

1) Ist also der mit r beschriebene Kreis in 10 gleiche Teile geteilt, so kann 
der Grundriß mit alleiniger Hilfe des Lineals gezeichnet werden. Diese 
Yereinfachung, sowie die folgende fand Fr. Schütte {Anfangsgründe d, darst. 
Geom. Leipzig 1906). 
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gleich dem Radius ffB des um (7 mit r beschriebenen Kreises, denn 
die Figur Ä^Bff N^ ist ein Parallelogramm. Da nun 

so folgt aus dem obigen Satze ^ daß y die Zehneckseite in diesem 
^«««i«*' l,-.«?!, (2) 

Entnehmen wir also aus dem Grundriß die Abstände der Ge- 
raden p, Sy 8^, so finden wir leicht den Aufriß, wie ihn die Figur 
zeigt. Zur Eontrolle dient, daß allemal fünf Kanten, die auf die 
Ecken derselben Fläche zulaufen, sich in einem Punkte schneiden 
müssen. 

Die Radien der um- und einbeschriebenen Kugel kann man nun 
leicht in ihrer wahren Länge zeichnen, da man ihre beiden Projek- 
tionen sofort erhalten kann: 0" liegt in der Mitte zwischen p imd s. 

Zur IJbnng: Die Gleichungen (1), (2) aus der Figur trigonometrisch ab« 
zuleiten. 

166. Das reguläre Ikosaeder. Wir 

behalten auch hier die in Nr. 156 und 
Fig. 15 (S. 24) gemachten Bezeichnungen 
bei und nehmen die Grimdrißebene par- 
allel zu jenen beiden Ebenen a und cTi, 
in denen die Fünfecke ABCDE und 
A^B^C^D^E^ l&ge^; also senkrecht zu 
der Geraden, die die beiden Ecken F 
und F^ Terbindet. Es ist klar, daß der 
Abstand des Punktes F von a, den wir x 
nennen, ebensogroß ist wie der des Punk- 
tes J?\ von a^. Den Abstand zwischen o 
und o^ nennen wir y. 

Infolge der obigen Annahmen pro- 
jiziert sich das erste Fünfeck im Grundriß 
in seiner wahren Größe, wenn wir also 
aus der Kante l des Polyeders ein regel- 
mäßiges Fünfeck zeichnen, so dürfen wir 
dies mit A'B'C'D'E' bezeichnen (Fig. 
26). Beschreiben wir um dieses den Kreis, 
dessen Radius r sein möge, und bezeich- 
nen auf diesem die A, JB' . . . diametral 
gegenüberliegendenPunkte mit A^y B^. . . , 
so sind diese die Projektionen der Ecken des anderen Fünfecks 
A^B^G^B^E^y dagegen fallen F' und F^ mit dem Mittelpunkte des 
Kreises zusammen. Somit haben wir alle Ecken im Grundriß, und 
können somit die Projektion des Polyeders selbst leicht zeichnen. 




Vig. 96. 
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Im Aufriß können wir zunächst den Punkt F^' beliebig auf der 
Ordinate von F' wählen; A^' . . . F^' liegen dann auf einer zu a par- 
allelen Geraden s^ im Abstände x Ton F('\ A" . , . E" liegen auf einer 
Geraden Sy die yon 8 den Abstand y hat; schließlich liegt F'' auf der 
Ordinate yon F' im Abstände x von 8. — Um zunächst x zu bestimmen, 
betrachten wir etwa die Kante Fy^A^, Ihre wahre Länge ist ly die 
Seite des Fünfecks, ihre Projektion F^A^ ist der B.adius; also 
ist die Kote von Jl^ die Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen 
andere Kathete der Radius, dessen Hypotenuse die Fünfeckseite ist. 
Nach dem vorhin zitierten Satze muß also x die Zehneckseite in dem- 
selben Kreise sein, also 

x-i^. (8) 

um y zu finden, betrachten wir etwa die Kante A^D. Ihre wahre 
Länge ist wieder l, die Fünfeckseite, ihre Projektion ist A^Dy 
also die Zehneckseite, also ist die Differenz der Koten von A^ und 
D wiederum nach dem obigen Satze, die Sechseckseite, d. L der 

Radius r. 

y^r (-OJP). (4) 

Wir können also aus dem Grundriß direkt die Abstände der Geraden 
«1 und 8 von F^' entnehmen, und durch Ziehen der Ordinaten, die 
Ecken und damit das ganze Polyeder im Aufriß erhalten. 

Bemerkung. Der Radius der dem Polyeder umschriebenen Kugel 
ist offenbar gleich der Hälfte von F"F^'\ der der einbeschriebenen 
Kugel läßt sich aus den Projektionen ebenfalls leicht konstruieren. 
Die einbeschriebene Kugel berührt nämlich die Flächen in deren Schwer- 
punkt, und da der Schwerpunkt einer Fläche durch Parallelprojektion 
nicht zerstört wird, kann man die Projektionen des Radius sofort 
zeichnen und daraus die wahre Länge bestimmen. 

Zur Übung: I. Die Gleichungen (8), (4) trigonometrisch aus den Figuren 
abzuleiten. U« Das reguläre Ikosaeder in Orthogonalprojektion zu zeichnen, 
wenn eine Fläche in die Grundrißebene fällt. III. Die Mittelpunkte der Dode- 
kaederflächen sind die Ecken eines Ikosaeders und umgekehrt; diese Bemerkung 
soll angewandt werden, um die Darstellung eines dieser Körper von der des 
anderen abzuleiten . IT« Die regulären Sternpolyeder, die durch Verlängerung 
der Kanten (bzw. Flächen) der beiden letzten Polyeder entstehen, darzustellen^) 
(vgl. Nr. 167, Schluß). ¥• Die in Nr. 167 beschriebenen halbregulären Poly- 
eder in Ortbogonalprojektion darzustellen, mit Hilfe der von den regulären Kör- 
pern gewonnenen Abbildungen (erforderlich ist dazu die Lösung der planimetri- 
schen Aufgabe: Yon einem regulären n-Eck alle Ecken so abzuschneiden, daß 
ein reguläres 2n-Eck entsteht). VI. Die Zentralprojektion dieser Körper mit Hilfe 
der in Nr. 91 gegebenen Anweisung zu bestimmen. 



1) Eine der Orthogonalprojektionen läßt sich durch bloßes Ziehen von Dia- 
gonalen des regelm. 10-Ecks herstellen, s. z. B. Fig. 20 (Anm. des Übers.). 
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166. Allgememe Bemerkangeu. I. Ist ein reguläres Poly- 
eder in Orthogonalprojektion dargestellt, so kann man leicht 
die gemeinsame Größe der Flächenwinkel bestimmen. Sehen 
wir vom Würfel ab, wo diese Rechte sind, und betrachten zunächst 
diejenigen^ die von gleichseitigen Dreiecken begrenzt sind (Tetraeder, 
Oktaeder und Ikosaeder). Sind ABC und ABB zwei in der Kante 
AB zusammenstoßende Flächen, und ist M die Mitte von AB, so 
sind GMmii. DM nicht nur Mittellinien, sondern auch Höhen dieser 
Dreiecke, weshalb OMD der gesuchte Flächenwinkel ist. Man hat 
also nur ein dem Dreiecke GMD kongruentes zu konstruieren, was 
leicht ist, da man die Projektionen von C und D kennt, als auch die 
von M, welche die Mitte von AB ist. Handelt es sich um das Do- 
dekaeder, so betrachten wir wieder die aneinanderstoßenden Flächen 
AB ODE und ABB^P^A^ und die Mitte M von AB. Dann liefert 
das Dreieck DMP^ den gesuchten Winkel, und dieses läßt sich mit 
Hilfe der gegebenen Projektionen konstruieren. 

Zur Übung. Sind 2 a und 2ß die Flächenwinkel des reg. Tetraeders und 

Oktaeders , so ist sin a »■ cos ß = —^ • 

1/3 

n. Die metrischen Beziehungen, die wir bei dieser speziellen 
Darstellung der regulären Polyeder abgeleitet haben, ermöglichen uns 
auch die Darstellung in irgend einer anderen uns bekannten Methode 
zu gewinnen, wenn man z. B. eine der Flächen des regulären Poly- 
eders kennt und in ihr zwei aufeinanderfolgende Ecken desselben. 
Um ein bestimmtes Beispiel zu nehmen, mögen für das Dodekaeder 
die für die Zentralprojektion erforderlichen Bezugselemente gegeben 
sein, sowie die Ebene r = [ti] der Grundfläche ABC DE, sowie die 
Lage der Punkte A' und B'. Wir legen t in die Bildebene um, und 
zeichnen die Punkte (A) und (JB), sodann (C), (D), (E), Bezeichnen 
wir nun die Orthogonalprojektion auf die Ebene t durch eine ®, so 
lassen sich ja die Punkte (2^®), . . . (i«) und {A\), . . . (L\) finden. 
Bringen wir dann r wieder in seine ursprüngliche Lage, so finden 
wir leicht C\ D', E', F^\... L^' und A^^' .... Zj^'. Durch Anwendung 
des Satzes (in Bd. I S. 130) können wir dann die Spuren der Ebenen 
finden, in denen die Ecken liegen 1) A^B^C^D^Ey^ 2) F^G^H^K^L^ 
3) EGHKLy indem von dieseu Ebenen, die zu r parallel sind, die 
Abstände von r bekannt sind. Es sei nun I' der Antipol von i', der 
gemeinsamen Fluchtgeraden der vier betrachteten Ebenen. Um nun 
z. B. die Ecke F zu finden, haben wir nur den Schnitt der letzten 
Ebene mit der durch F^ gehenden — dieser Punkt ist durch seine 
Projektion und eine durch ihn gehende Ebene bestimmt — und F 
zum Fluchtpunkt habenden Geraden aufzusuchen. Ähnlich lassen sich 
die übrigen Ecken auffinden. Dem geschickten Zeichner wird es je- 
doch nicht entgehen, daß sich die bezüglichen Konstruktionen oft ver- 
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einfachen lassen, wenn man daranf Rficksicht nimmt^ daß gewisse 
Gruppen Ton Polyederkanten einander parallel sind oder in demselben 
Punkte konvergieren. 

Viertes Kapitel. 
Die Fnndamentalanfgaben ftber Polyeder. 

167. Ist ein Polyeder nach einer Methode, die wir früher kennen 
gelernt haben, dargestellt, so können wir alle Aufgaben, die sich auf 
dasselbe beziehen, graphisch losen. Wir wenden uns zunächst den- 
jenigen zu, die man mit gutem Rechte als Fundamentalaufgaben 
bezeichnet (ygl. Nr. 21 Anm.) wegen der vielseitigen und fortwähren- 
den Anwendung. 

Aufgabe I. Die Abwickelang eines Polyeders in eine Ebene zu 
finden. Es sei ein Polyeder £ gegeben, und wir denken uns seine 
Oberfläche längs einer geeigneten Zahl von Kanten aufgeschnitten 
und dann die Flächen um die übrigen noch gebliebenen Kanten ge- 
dreht, so daß schließlich alle Flächen in dieselbe Ebene ausgebreitet 
sind: dann erhalten wir das Netz des Polyeders oder die Abwicke- 
lung der Oberfläche in eine Ebene. Diese Abwickelung bildet immer 
eine einfach zusammenhängende Fläche (vgL S. 17) bestehend aus 
einer bestimmten Zahl ebener Polygone, von denen jedes eine Seite 
mit dem benachbarten gemeinsam hat.^) 



/^ 
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' \ 




V// 
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/v 


V 




Fig. 28. 




VI 




Fig. 27 




rig. 29. 



Ist das betrachtete Polyeder regulär und konvex, so besteht die 
Abwickelung aus einer gewissen Zahl regelmäßiger Vielecke mit der 
Seite L So hat man beim Tetraeder 3 von einer Ecke ausgehende 
Kanten aufzuschneiden und die Flächen in die von den 3 anderen 



1) Diese Operation hat besondere praktische Bedeutung, und offenbar ist sie 
ein Best der vorwissenschaftlichen Periode, wodurch die darstellende Geometrie 
hindurch gegangen ist. Sie ist notwendig, wenn man z. B. graphisch die Ober- 
fläche eines Polyeders ausmessen will. 
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gebildete Ebene niederzulegen, wir erhalten dann die Fig. 27. Beim 
Würfel sind 7 Kanten aufzuschneiden, 4 Seitenkanten und je 3 in 
der Grund- bzw. Deckfläche, \^ir erhalten die Fig. 28, wo I die Grund- 
fläche, VI die Deck- 
fläche war. Beim 
Oktaeder sind 5 
Kanten aufzuschnei- 
den, Fig. 29, beim 
Ikosaeder 11, beim 
Dodekaeder 10 
Kanten: wir erhalten 
so die Figuren 30 und 
31. — Statt in der 
letzteren Figur die 
einzelnen Fünfecke ^^ ^' 

mühsam zu zeichnen, kann man gleich jede Hälfte des Netzes durch 
bloßes Ziehen Ton Diagonalen in einem regelmäßigen Zehnecke erhal- 
ten, wie aus der Figur leicht zu erkennen ist. Es genügt sogar ein 

einziges Zehneck, um daraus mit alleiniger ^ -^^^ 

Hilfe des Lineals das ganze Netz des Do- ^^^^ ^^ * 

dekaeders zu erhalten, indem gewisse Grup- /7 \ / V\ 

pen vonPunkten immer in geraden, einander / / y \ 

parallelen Linien lie- / xT .^^^^^ -^ 

gen,vgl.dieFig.31.^) / ^v> ^ .^yi__, 

Ist das abzu- y^ >». / \ / 

wickelnde Polyeder \ / v \ / 

eine Pyramide, so >^^^^^\y /v/\V j/i >Sv > 

kann man die samt- <■ -i \^ \7>syr...J. \ .>s/^ 

liehen Seitenkanten \ / \ )( C y y 

aufschneiden und \ / \ I ^^^"-^-^^y^^yy^^^--^ 

dann die Seitenflä- y^^^s^ '/'>. 

eben in die Ebene der /^ ^s/^ \ 

Grundfläche niederle- \ /\ / Fig. si. 

gen, oder man schnei- \ / \ / 

det sämtliche Grund- 
kanten auf bis auf eine, und eine Seitenkante. Handelt es sich um 
ein Prisma, so schneidet man eben so die Grund- und Deckflächen- 
kanten bis auf eine auf und eine Seitenkante, dann bleibt der Mantel 
zusammenhängend; ist das Prisma nicht gerade, so legt man zweck- 
mäßig einen Normalschnitt durch die Seitenkanten. Wie man in be- 
sonderen Fällen die nötigen Konstruktionen auszuführen hat, wird aus 
den nachfolgenden Beispielen hervorgehen. 



1) Anm. des Übersetzers, 
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168. Eine Pyramide sei durch ihre Spitze V={r', F") die 
Ebene r = p^, y ihrer Grundfläche ABC . . . und durch deren erste 
Projektion A'JffC* . . . bestimmt (s. Fig. 32): daraus ihre Abwicke- 
lung in eine Ebene zu zeichnen. Zu diesem Zwecke legen wir die 
Ebene r in die Grundrißebene um, und dann die Seitenflächen in 
diese neue Ebene der Grundfläche. Zunächst fällen wir von V auf 
die Ebene t das Lot h und bestimmen seinen Fußpunkt H (ygl. Nr. 31); 
die Länge dieses Lotes ist die Hypotenuse eines Dreiecks LV'H', 

dessen eine Kathete VR', 
dessen andere die Differenz 
V"M der ersten Koten der 
Punkte V und H ist. Legen 
wir nun r in die äj um, so 
läßt sich die Umlegung (JET) 
von H leicht finden. Die Um- 
legung {Ä){B){C) ... der 
Grundfläche ist alsdann die 
der Figur ÄBG\.. ent- 
sprechende in der Affinität, 
deren Achse t^ ist, und bei 
der (jE?) und W zwei eifr 
sprechende Punkte sind (vgl. 
Nr. 36); also läßt sich diese 
Umlegung bald finden, 

Stellen wir uns jetzt vor, 
daß an der genannten Um- 
legung die ganze Pyramide 
teilnehme, so erhält die Spitze 
V eine neue Lage V (vg. die 
Anm. in Nr. 36), deren Pro- 
jektion offenbar der Punkt (ff) 
ist, und sein Abstand von ä^ ist die vorhin ermittelte Höhe h der 
Pyramide. Fällen wir nun noch das Lot {BTjP auf {A){B), so ent- 
steht das bei {H) rechtwinklige Dreieck V(H)P mit der Kathete 
F(fl) = Ä, das wir also in seiner Umlegung P{H)(V)* leicht zeichnen 
können. Wird jetzt die Pyramidenfläche V{Ä)(B) in die Grundriß- 
ebene heraufgelegt, ^o kommt V in eine Lage (V\ auf (ff) P, und 
zwar derart, daß P{r\ = P(V)* = P(r) wird. (F\ kann also leicht 
gefunden werden, und damit die Umlegung der einen Pyramidenfläche. 
Legen wir jetzt die zweite Fläche V{B){C) um, so kommt V in eine 
Lage (F)i auf dem von (ff) auf {G){A) gefäUten Lote \H)Q, und 
zwar läßt sich die Entfernung Q(Y)i analog wie oben aus einem 
rechtwinkligen Dreieck (2(ff)(F)** bestimmen, dessen eine Kathete 
wieder h ist. Man kann aber (y\ auch finden, wenn man mit 




Fig. S2. 
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(B){r\ um (JB) einen Kreis beschreibt, denn B(r\ und {B)(r\ sind 
ja die Umlegungen derselben Kante. Ahnlich findet man die Um- 
legungen der übrigen Flächen nach der einen oder anderen Weise, 
die sich gegenseitig kontrollieren. Die Gleichheit der letzten Um- 
legung mit der ersten liefert eine gute Kontrolle für die Genauigkeit 
der Zeichnung. — Aus dieser Konstruktion ergibt sich auch die Lösung 
der analogen Aufgabe für ein beliebiges Polyeder, da man ja ein solches 
in Pyramiden zerlegen kann. 

Zur Übung: Dieselbe Aufgrabe in der gleichen Weise zu lösen, wenn die 
Data in Zentralprojektion gegeben sind. 

In ganz analoger Weise vollzieht sich die Abwickelung eines 
Prismas, das durch die Ebene r = [^,^,] seiner Ghnmdfläche, die erste 
Projektion derselben ÄJffC. . . und die beiden Projektionen L\ L" 
einer Ecke der Deckfläche LMN . . ., die der Ecke A der Grund- 
fläche entspricht, bestimmt ist.^) Man bestimme zunächst den FuS- 
punkt H und die Länge h des yon L auf i gefällten Lotes, lege 
dann r in die 9r^ um, und bestimme die Umlegungen von H, und 
ABG Nimmt nun auch das ganze Prisma an dieser Um- 
legung teil, so erhält die Deckfläche eine neue Lage LMN .... 
Wird jetzt das recktwinklige Dreieck L{H){A) in die n^ umgelegt, 
so kommt L auf der in (-ff) zur {H^(Ä) errichteten Senkrechten in 
dem Abstände A, wodurch (L) leicht gefunden ist. Wird jetzt die 
Fläche (A)(B)ML in die jr^ umgelegt, so kommt L auf dem von (jff) 
auf (A)(B) gefällten Lote zu liegen, derart daß (A){L)^^ (A){L) 
wird, also ist seine neue Lage {L\ bald gefunden. {M\ ist dann 
die vierte Ecke des Parallelogramms, das {A){B) xmd(A)(L) als auf- 
einanderfolgende Seiten hat. — Die Fläche (B){C)LM gibt in der 
Umlegung ebenfalls ein Parallelogramm, dessen Höhe ebenso_wie vor- 
hin bestimmt wird, und dessen eine Seite (B){M\ = (B)(M\ wird. 
In ähnlicher Weise findet man der Reihe nach die Umlegungen aller 
Seitenflächen. Fügt man nun ein der Grundfläche kongruentes Viel- 
eck hinzu, so ist das Netz des Prismas vollständig. 

Zur Übung: Dieselbe Aufgabe in entsprechender Weise zu lösen, wenn 
die Data in Zentralprojektion gegeben sind. 

Anmerkung. Die obigen Konstruktionen erfahren bemerkens- 
werte Vereinfachungen, wenn, wie üblich, die Grundfläche in einer der 
Projektionsebenen, oder bei der Zentralprojektion in der Bildebene liegt. 

169. Aufgabe IL Den Schnitt eines Polyeders mit einer Ebene 
zu bestimmen. 

Unter dem Schnitt eines Polyeders 9i mit einer Ebene a versteht 
man ein Polygon, dessen Ecken die Schnittpunkte von a mit den 
Kanten von £, und dessen Seiten die Schnittlinien von mit den 

1) Die Figur möge sich der Leser selbst entwerfen. 
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ilächeii Ton £ sind; natürlich gelten als Ecken nur jene Punkte^ die 
auf den Kanten selber, nicht deren Verlängerungen liegen, und als 
Seiten nur diejenigen Teile der Schnittlinie, die innerhalb der Flächen 
selbst liegen. Eben darin beruht die Schwierigkeit der Aufgabe, die 
ja andernfalls nichts anderes wäre als eine wiederholte Anwendung 
zweier Fundamentalaufgaben der Lage (vgl. Nr. 21). Da nun ein 
Polygon sowohl durch seine Ecken, als auch durch seine Seiten be- 
stimmt werden kann, so kann man mit der Konstruktion dieser oder 
jener bei dem gesuchten Polygon beginnen; in beiden Fällen wird es 
aber notwendig sein, die Reihenfolge der aufgefandenen Elemente 
festzustellen, und dazu mögen die folgenden Bemerkungen dienen. 

a) Man bezeichne mit 1, 2, 3 . . . die Flächen des gegebenen 
Polyeders, und im allgemeinen mit (ih) die Kante, in der sich die 
Flächen i und Je schneiden, und mit [iJc] den Punkt, in welchem die 
begrenzte Kante (iJc) die Ebene a trifft, falls dies überhaupt eintritt. 
Alsdann stelle man zweckmäßig eine Tabelle derjenigen symbolisch 
bezeichneten Kanten, sowie auch eine derjenigen Punkte auf, in denen 
die begrenzten Kanten (die Strecken) die Ebene a schneiden. Man 
nehme nun beliebig einen heraus [ik] und suche in der Tabelle einen 
Punkt, der mit ihm das eine Symbol i oder das andere k gemeinsam 
hai Es werden sich im allgemeinen zwei solche finden, yon denen 
man nach Belieben einen wählt, etwa [iZ]. Die die beiden Punkte 
[ilc], [it] verbindende Strecke ist dann offenbar eine Seite des gesuchten 
Polygons. Nun verfahre man ebenso mit [il] und erhält so jene zweite 
Seite des Polygons, die den Punkt [il] enthält. Fährt man so fort, so 
gelangt man schließlich wieder an den Ausgangspunkt [ilc] zurück. 
Werden auf diese Weise alle Punkte der Tabelle erschöpft, so ist die 
Aufgabe gelöst; wenn nicht, so greife man einen der übrig gebliebenen 
Punkte heraus und verfahre damit in der gleichen Weise, bis kein 
Punkt der Tabelle übrig bleibt. Das oder die so gefundenen Polygone 
bilden den gesuchten Schnitt. 

h) In dem Falle, daß man mit der Konstruktion der Seiten des 
Schnittpolygons beginnen wiU, bezeichne man mit [i] die Strecke, 
in welcher die Fläche i von 2 die Ebene o schneidet und bilde sich 
eine Tabelle der entstehenden Symbole. Man nehme nun beliebig das 
Element [t] und suche in der Tabelle ein anderes Element [Je] der- 
artig, daß die Flächen i und k eine Kante von £ gemeinsam haben 
(durch Vergleich mit der sub a) gefertigten Tabelle). Man wird zwei 
solche finden, und man nehme beliebig eins davon, etwa [k] und ver- 
fahre damit wie vorhin mit [i], man erhält dann außer [}] noch eine 
andere Seite, etwa [l] des gesuchten Polygons usw. Schließlich wird 
man zur anfänglichen Seite zurückkommen. Werden dadurch alle 
Elemente der Tabelle erschöpft, so ist die Aufgabe vollständig gelöst; 
andernfalls hat man das Verfahren von neuem mit einem der übrig- 
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gebliebeueD Elemente zu beginnen und so fortzufahren^ bis alle Ele- 
mente der Tabelle erschöpft sind. 

170. Es mögen zuerst einige Fälle angeführt werden, in denen 
die besprochene Aufgabe eine ziemlich einfache Lösung liefert. Als 
Beispiel nehmen wir ein gerades Prisma mit der auf der Grundriß- 
ebene liegenden Grundfläche ABC , , . der dazu parallelen Deckfläche 
A^B^G^,,,^ das von einer beliebigen Ebene t^^^^t^ geschnitten wird. 
In diesem Falle ist lediglich der Aufriß der Schnittfläche LMN , .\ 




Fig. 88, a— e. 



zu suchen, da der Grundriß ganz oder teilweise mit AB CD ... zu- 
sammenfällt. Es können hier nun folgende Fälle eintreten: 

1. Die Ebene r triflt weder eine der Seitenkanten AA^, BB^, . . . 
noch auch eine der Grundkanten AB, . . ., A^B^, . . .; dann hat sie 
auch keinen Schnitt mit dem Prisma. 

2. t trijGFfc keine der Seitenkanten, wohl aber zwei Grundkanten. 
Dann trifft sie auch zwei Kanten der Deckfläche, imd der Schnitt ist 
ein Trapez, von dem zwei Seiten auf den Seitenflächen, zwei auf den 
Grundflächen liegen (Fig. 33 a). 

3. T schneidet nur eine Seitenkante; dann trifft sie auch nur zwei 
Kanteu der Grundfläche (oder der Deckfläche), und die Schnittfigur 
ist ein Dreieck (Fig. 33 b). 
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4. T schneidet nur zwei Seitenkanten; dann trifft sie außerdem 
noch zwei Kanten einer der beiden Onmdflächen^ und der Schnitt ist 
ein Viereck (Fig. 33 c). 

5. r schneidet nur drei Seitenkanten; dann schneidet sie^ falls 
die Zahl der Seitenkanten n größer als 3 ist, noch zwei Kanten der 
Grund- (oder Deckfläche), und der Schnitt ist ein Fünfeck (Fig. 33 d). 
Allgemein: Schneidet sie Tc Seitenkanten (Ä<w), so wird die Schnitt- 
figur ein Qc + 2)-Ecl5 

6. Schneidet r alle Seitenkanten, dann trifft sie keine der Grund- 
kanten, und der Schnitt ist ein M-Eck (Fig. 33 e), dessen Ecken dieselbe 
Reihenfolge haben, wie ihre Projektionen, die Ecken der Grundfläche. 

Zur ^bung führe man dasselbe Verfahren an einem Prismenstampf ans, 
dessen Grundfläche in der Onmdrißebene liegt. 

Ein anderer ziemlich allgemeiner Fall, in dem die Aufgabe sich 
leicht lösen läßt, ist der, daß die schneidende Ebene eine Projektions- 
ebene ist. Haben wir z. B. das Polyeder AB CD... dargestellt in 
Orthogonalprojektion, und ist die schneidende Ebene t = [^i,^J senk- 
recht zur Grundrißebene, so fällt die erste Projektion der Schnittfigur 
in eine Strecke, indem die Projektionen ihrer Ecken P' Q\ i?', /S' . . ., 
die Schnitte der Kantenprojektionen mit t^ sind (vgl. Fig. 34); alsdann 
ist der Aufriß leicht zu finden. PQ liegt in der Fläche ÄBC^ QB in 

ACD, BS in 
BGB usw., wo- 
raus die richtige 
Verbindung der 
gefundenen Punk- 
te sich ergibt. 

Ähnlich hat 
man zu verfahren, 
wenn die schnei- 
dende Ebene senk- 
recht zur Aufriß- 
ebene steht (vgl. 
das Beispiel der 
Fig. 35). 

Wendet man Zentralprojektion an, und will z. B. den Schnitt 
eines Tetraeders ÄBCD — die Ecken seien als Ä = {TaIa, ä') -" 
bestimmt — mit einer projizierenden Ebene <y, deren Spurlinie t sei, 
bestimmen, so hat man nur zu untersuchen, welche von den Strecken 
ÄB\ SC, C'D\ SA\ A'C\ C'Ä die Gerade t schneiden. Sind 
dies z.B. die Strecken AB\ ÄC\ ÄB\ und sind X^, X^', X/ die 
Schnittpunkte, so ist das Dreieck X^X^X^ der gesuchte Schnitt, 
dessen Gestalt und Größe man durch Umlegung von ö in dief Bild- 
ebene finden kann. 



a: b: ^ Q ' 




Fig. 84. 
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171. Der Vorteil, den projizierende Ebenen bieten, und dessen 
wir uns im Vorigen bedient haben, hat noch eine größere Bedeutung^ 
wie aus dem Folgenden sich ergeben wird: sie können nämlich dazu 
dienen, den Schnitt eines beliebigen Poly- 
eders P mit einer ganz beliebigen Ebene 
zu finden, und zwar auf folgende Weise. 

a) In dem Falle, daß wir die Monge- 
sche Methode benutzen, sei 
r = [^i,^2] die schneidende 
Ebene, die nicht durch die 
Achse gehe, x^ und äj wie 
gewöhnlich die Bildebenen. 
An Stelle der vertikalen 
Ebene jr, nehmen wir eine 
andere ^2; die sowohl senk- 
recht zu ^2; ^Is ^^^^ zu ^ 
ist; hierzu brauchen wir 
nur als Achse eine Gerade 
0^2 zu nehmen, die senk- 
recht zu t^ läufb und im 
übrigen beliebig ist. Da 
nunmehr r senkreckt zu ^^ 
ist, so ist in dem neuen 
System r eine projizierende Ebene. Wir suchen nun die neue Vertikal- 
projektion ^ des Polyeders auf, ebenso die vertikale Spurlinie i^ von r; 
damit haben wir die Mittel, 
in dem neuen Bezugssystem 13 ....iL 
die gestellte Aufgabe zu 
lösen. Kehren wir dann zu 
dem ursprünglichen System 
zurück, so ist die eigent- 
liche Aufgabe selbst gelöst. 
In der Fig. 36 ist die Kon- 
struktion ausgeführt, und 
zwar für eine Pyramide 
mit der Spitze F^^F^F") 
und einer horizontalen 
Grundfläche ABCD. — 
Man beachte, daß der 
Grundgedanke dieser Lö- 
sung keine wesentliche Ver- 
änderung erfährt, wenn die schneidende Ebene t parallel zur Achse 
oder insbesondere durch diese geht (und daher durch einen ihrer 
Punkte jK'= {K'^K") bestimmt wird); in diesem Falle benutzt man die 





Fig. 87. 
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Seitenrißebene 7t^, zeichnet den Seitenriß des Polyeders und die dritte 
Spurlinie t^ von t. Man hat dann sofort die dritte Projektion der 
Schnittfläche und kann daraus leicht die beiden anderen konstruieren. 
In Fig. 37 ist die Konstruktion für ein reguläres Oktaeder, das mit 
einer Seitenfläche in der x^ liegt, ausgef&hrt. 

Die Zurückführung des Falles, daß die schneidende Ebene be- 
liebig ist, auf den, daß sie eine projizierende Ebene wird, läßt sich 
außer durch Verlegung der Bildebenen, auch durch Rotation um eine 
vertikale (oder horizotole) Achse r bewirken. Gibt man nämlich dem 
Drehungswinkel eine geeignete Große, so läßt sich die Ebene 'r = [^,^] 

immer in eine derartige Lage 
t* = pi* ^,*] bringen, daß t* 
senkrecht zu a^^ wird. Nimmt 
man nun bei dieser Rotation 
das Polyeder mit in die nene 
Lage^*B*0*... (vgl. 
Nr. 45), dann werden 
die Ecken P, Q, JS, . . . 
der Schnittflgur bei der 
neuen Lage im Aufriß 
sich in die Punkte pro- 
jizieren, in denen t^* die ent- 
sprechenden Eantenprojektio- 
nen schneidet; die durch diese 
Punkte zur Achse gezogenen 
Parallelen liefern P", ^' . . ., 
die zugehörigen Ordinaten P\ 
</ ... Li der Fig. 38 ist die 
Konstruktion auf ein beliebiges Tetraeder angewandt. — Zur Verein- 
fachung der Konstruktion könnte man die Rotationsachse durch eine 
(oder zwei) Ecken des Polyeders gehen lassen; im allgemeinen wird 
jedoch diese Konstruktion komplizierter sein, als das vorige Verfahren, 
denn während es dort genügte £" zu zeichnen, muß man hier sowohl 
£*' als auch 2*" herstellen. 

b) Benutzen wir aber die Methode der Zentralprojektion, und ist 
r = [ti"] die schneidende Ebene, so ersetzen wir (vgl. Nr. 84) das 
ursprüngliche Projektionszentrum C durch den Punkt K, in dem r 
von der Distanzlinie CCq geschnitten wird. Dadurch wird r in eine 
projizierende Ebene verwandelt. Ist nun die neue Darstellung des 
Polyeders £E gefunden, so wird man leicht erkennen, welche Kanten 
von £ durch r getroffen werden, und daraus den Schnitt herstellen 
können. Kehrt man dann zu dem ursprünglichen System zurück, so 
erhält man das gewünschte Resultat. In der Fig. 39 ist das Ver- 
fahren auf den einfachsten Fall angewendet, nämlich den einer Pyra- 




Fig. S8. 
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mide, deren Grundfläche ABC,., in der Bildebene liegt. Die aus- 
geführten Operationen sind: 1. die Bestimmung des neuen Distanz- 
kreises; 2. Aufsuchung der neuen Darstellung F* der Spitze F; 
3. Bestimmung der Pyramidenkanten^ die von der Geraden t getroffen 
werden, in den Punkten X\ Y', Z', die die Projektionen der Schnitt- 
punkte vom neuen Projektionszentrum aus sind; 4. wird (7^ mit 
X\ Y, Z verbunden und gibt auf VA X, auf VB T, . . usw. 
!Es wäre allenfalls noch zu untersuchen, ob und wo das Vieleck ABC . . . 
von t geschnitten wird. 

Dies Verfahren wird unbrauchbar, wenn die gegebene Ebene 
parallel zur Bildebene ist. Um nun ein anderes zu finden, beachten 
wir folgendes: Wenn t mit der vorderen J/\ 
Parallelebene zusammenfiele, so würden sich 
die Ecken des Schnittpoljgons alle ins Un- 
endliche projizieren, daher 
werden sich solche Ecken 
nur auf denjenigen Kanten 
AB des Polygons vorfin- 
den, deren Endpunkte auf 
verschiedenen Seiten der 
vorderen Parallelebene lie- 
gen, also auf solchen Kan- 
ten J^JS, deren Projektionen 
A'B' in PseudoStrecken 
übergehen (vgl. Bd. I, Nr. 
60), daher sind die Ecken 
des Schnittpolygons die un- 
endlich fernen Punkte der 
Geraden, die diejenigen Kanten des Polyeders enthalten, die sich in 
PseudoStrecken projizieren; ihre Reihenfolge wird sich nach Nr. 169 
bestimmen lassen. Werden nun diese Ecken auf die Bildebene gelotet, 
so bekommt man eine dem Schnittpolygon identische Figur. Ist nun 
die schneidende Ebene r verschieden von der vorderen Parallelebene, 
aber eine zur Bildebene parallele Ebene r=[TI\ J.'], so läßt sie sich 
auf einen Spezialfall zurückführen. Man hat nur als neues Projek- 
tionszentrum den Punkt zu wählen, in welchem t von der im Haupt- 
punkte Cq auf der Bildebene errichteten Senkrechten getroffen wird. 
Der Radius des neuen Distanzkreises ist dann gleich dem absoluten Werte 
der Kote des Punktes A. Man suche nun die Darstellung des Polyeders 
in bezug auf das neue System und diejenigen Kanten, die sich in Pseudo- 
etrecken projizieren: jeder solchen entspricht eine Ecke des Schnittes. 

c) Will man dieselbe Aufgabe nach der Methode der kotierten 
Ebenen lösen, so kommen von den früheren ganz verschiedene Ge- 
dankengänge zur Anwendung. 

Loria-Schlltte: DanteUende Geometrie. II. BcL 4 




Fig. 89. 
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T soll zunächst nicht parallel zar Bildebene sein. Betrachten wir 
nun zwei aufeinanderfolgende Ecken des Polyeders, A = {A'y d) und 
JB = (JB', &), so sind A' und B' zugleich die Projektionen zweier Punkte 
A^ und J5q von r, deren Koten % und &q sich nach dem Verfahren 
in Nr. 96 bestimmen lassen. Liegt nun eine Ecke X der gesuchten 
Schnittfigur auf AB, so müssen offenbar die Strecken AB und ^B^ 
einen Punkt gemeinsam haben, und dies erfordert, daß die Strecken 
AA^ und BBq entgegengesetzten Sinn haben; es müssen also die Dif- 
ferenzen a — «0 ^'^^ & — &o entgegengesetzte Vorzeichen haben. 
Nehmen wir dies an, so ist 

ÄX' ÄX _ ÄÄ^ __ g— gp 

B'X' "" BX BB^ 6 — &o' 

also ist X', die Projektion des Punktes 
X, jener Punkt der Strecke A'B', der 
sie im Verhältnis (a — a^) : {b -— 6q) teilt. 
Ä/K5 Um dies nun auf einen konkreten Fall an- 
Cr' zuwenden, betrachten wir das dreiseitige 
Prisma mit den Ecken A = (A, 10.60), 
B = (5', 11.00). C = (C, 13.60); P = 
(F, 17.00), (2 ^ ((?', 17.60); B ^ 
(i?, 20.oo), und wollen seinen Schnitt 
mit der in Fig. 40 durch ihre Neigungs- 
skala dargestellten Ebene ermitteln. Die 
Koten der Punkte J^, JB^, . . . Bq, in 
denen die Ebene von den in J.', ^, . . . U' 
errichteten Senkrechten getroffen wer- 
den, ergeben sich dann als 12, 12.75, 14, 16.60, 17.26, 18.60. Bezeichnen 
wir diese mit «o? ^o • • • ^o? ^® ^^^ gegebenen Punkte mit a, 6 . . . y, 
so wird 

a — «0 = — 1.60, 6 — 6^ = — 1.76, c — Co = — 0.60, 

i> — i>o =" 0.60, 2 — ^0 == 0.25, r — ro = 1.50, 
woraus hervorgeht, daß die Seitenkanten AP,BQyCB aUe von der 
Ebene getroffen werden. Es wird nun 

g — On o & — &o _ 7 c — Cq _ 1 

^ — *^^ /,_« * > " ^^ "~ " ' 



IS 

/f 

/f 
/S 



p-l>o ' 2-9^0 ' r — U 3 

und daraus lassen sich dann die Projektionen X', Y', Z' der Schnitt- 
punkte X, Y, iZ' elementar auffinden. 

Ist aber die Ebene r parallel der Bildebene, und g die gemein- 
same Kote ihrer Punkte, so kann sie die Kante AB nur dann treffen, 
wenn die Differenzen a — g und 6 — g verschiedenes Vorzeichen haben, 
trifft dies zu, so läßt sich der Schnittpunkt sogleich finden als Punkt 
der Kante AB mit der Kote g'. 
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Ist endlicli r zur Bildebene senkrecht^ und somit durch ihre Spur 
gegeben, so ersieht man sogleich aus der Figur, welche Polyeder- 
kanten getroffen werden, und hat alsbald die Darstellung der Schnitt 
punkte; in welcher Weise sie aufeinander folgen, findet man durch 
Anwendung der Bemerkungen in Nr. 169. Will man noch die Gestalt 
der Schnittfigur selbst haben (eine Gestalt, die man aus der Figur di- 
rekt nicht ersehen kann), so hat man noch die Ebene x in die Bild- 
ebene umzulegen. 

Zur Übung s !• Schneide einen Würfel durch eine beliebige Ebene, wickele 
ihn ab und trage auch die Schnittkanten in die Abwickelung ein. II« Schneide 
das in Nr. 164 dargestellte reg. Dodekaeder mit einer beliebigen durch den 
Mittelpunkt gehenden Ebene. 

172. Der Fall, daß das zu schneidende Polyeder eine Pyramide 
oder ein Prisma darstellt^ ist so häufig^ daß es nicht überfiüssig sein 
dürfte, einige diesbezügliche Bemerkungen beizufügen. Handelt es 
sich um eine Pyramide mit der Spitze V und der Grundfiäche i7, die 
in einer Ebene % liegen möge, und es soll der Schnitt 2^ mit einer 
Ebene 6 bestimmt werden, so wollen wir zunächst annehmen, daß 6 
alle Seitenkanten der Pyramide treffe. Dann sind JT und 2 Perspektive 
Figuren in bezug auf V als Zentrum. Projizieren wir sie daher von 
einem beliebigen Punkte auf eine beliebige Ebene, so sind (Nr. 159) 
die entsprechenden Figuren 77' und 2' homologisch in bezug auf F' 
als Zentrum und der Projektion der Geraden ^6 als Achse. Ist da- 
her nur eine Ecke von 2' konstruiert, so lassen sich die übrigen 
nach dem Verfahren, das uns die projektive Geometrie lehrt, finden. — 
Schneidet aber 6 die Grundfläche der Pyramide, so entspricht nur ein 
Teil von 77' der Schnittfigur 27' in der angegebenen Homologie, die 
dann durch eine Strecke innerhalb des ganzen Polygons 2' zu er- 
gänzen ist. — Wir überlassen es dem Leser diesen Hinweis zu ver- 
vollständigen, sowohl für die Verwendung der Orthogonal- als auch 
der Zentralprojektion. 

Ähnliche Überlegungen können angewandt werden, wenn das zu 
schneidende Polyeder ein Prisma ist. Die verschiedenen Fälle, die dann 
möglich sind, haben wir schon in Nr. 170 besprochen. 

Die obigen Bemerkungen finden teilweise Anwendung bei der 
folgenden Aufgabe, die wir hier behandeln als Beispiel eines Falles, daß 
die schneidende Ebene nicht durch ihre Spuren bestimmt ist, nämlich: 

Eine Pyramide mit der Spitze V={V',V") und der in sti lie- 
genden Grundfläche ABCDEF »oll durch eine Ebener geschnitten 
werden, die die Seitenkanten VA, VC, VE in den gegebenen Ab- 
ständen a, c, e von der Spitze tpifft (s. Fig. 41). 

Auflösung: Man betrachte das Dreieck ACE als Basis einer 
Hilfspyramide mit der Spitze F, und lege ihre beiden Seitenflächen 
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VäC und VAE in die Grundrißebene x^ um. Zufolge der ersten 
Ümlegung gelangt V in einen J^unkt (F) des Ton V auf AC ge- 
fällten Lotes VH in einem Abstände Ton H gleich der Hypotenuse 
HK eines rechtwinkligen Dreiecks^ dessen Katheten V'H und VK, 
die vertikale Kote Yon V, sind. Zufolge der zweiten ümlegung aber 
kommt V in einen Punkt (F)^ des von V auf AE gefällten Lotes, 
derart daß J.(F)*=- -4.(F). Somit lassen sich die ümlegungen der 
Dreiecke leicht zeichnen. Nun tragen wir auf {V)A und (V)*A die 
Strecken (V){P) und {r)^(P)* ^ a ab und auf (F)C und (F)*£, 




die Strecken {r)(B) - c und (F)*(T) - e ab. Die von (B) auf ^C 
und von (T) auf -4j& gefällten Lote schneiden VC imd F'j& in den 
Projektionen R und T' von U und T, dagegen die von (P) und (P)* 
auf dieselben Geraden gefällten Lote schneiden sich in P' auf der 
Geraden VA Nun sind die Geraden (P)(JB) und (P)*(r) offenbar 
die ümlegungen derjenigen Geraden^ in denen die gesuchte Ebene^ 
die Ebenen VAC imd VAE schneidet. Nun liegen aber die Geraden 
PB und AC in. derselben Ebene, also gehört deren Schnittpunkt Jf, 
durch den auch die ümlegung (P){B) gehen muß, der horizontalen 
Spurlinie der Schnittebene an. Gleichermaßen wird auch der Schnitt- 
pimkt N der Geraden AE und (P)*(T) dieser Spur angehören, es ist 
also MN^ t^. Nun entsprechen sich, gemäß der früheren Bemerkving 
die Punkte AB CD.,, und P'Q'B'S' ... in einer Homologie mit dem 
Zentrum V\ der Achse t^*^ A,P'] C,B''^ E,T' sind drei Paare ent- 
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sprechender Punkte, und somit ist die Homologie mehr als hinreichend 
bestimmt. Darans kann nnn die erste Projektion des gesuchten Po- 
lygons yeryoUstandigt werden. 

Nämlich: der Schnitt von AB mit ^ sei 1, dann schneidet 1P\ 
VB in Q; zur Kontrolle diene^ daß Q'B' und BG sich in einem 
Punkte 2 yön t^ treffen müssen. Jetzt bestimmen wir den Punkt 3, 
in welchem CD t^ trifft; dann schneidet 3U die V'D in iS'; zur Kon- 
trolle diene, daß DE und S^T' sich in einem Punkte 4 Ton ^ treffen 
müssen. So kann man fortfahren um die übrigen Ecken zu finden. 
Jedoch gelten nur solche Punkte als Ecken der Schnittfigur, die 
innerhalb der Strecken VA, VB . . . liegen; wenn das nicht eintritt, 
so ist das Polygon durch die Strecke der Geraden ^ zu schließen, 
die innerhalb des Polygons ABC . . . liegt. Die zugehörige Vertikal- 
projektion ist nun leicht zu finden. 

. Allgemeine Bemerkung: Ist die Darstellung des Schnittes eines 
Polyeders £ mit einer Ebene 6 gefunden, so kann man Umlegung 
von 6 den Schnitt in seiner wahren Gestalt und Große finden, und 
durch Abwickelung des Polyeders den Verlauf der Schnittlinien auf 
den einzelnen Flächen. 

Zur Übunur« !• ^ui beliebiges Tetraeder durch eine Ebene zu schneiden, 
die durch einen gegebenen Punkt geht, derart, daß die Schnittfigur ein Parallelo- 
granun wird. (Die Ebene muß parallel zu zwei gegenüberliegenden Kanten 
werden.) H« Dieselbe Aufgabe in Zentralprojektion zu lösen, in« Eine Pyra- 
mide mit trapezförmiger Grundfläche durch eine p' 
Ebene so zu schneiden, daß ein Parallelogramm 
als Schnitt entsteht. 

173. Aufgabe III. Den Schnitt einer 
Geraden g mit einem beliebigen Polyeder ^ 
£ zu finden. 

Auflösung: Wir legen durch g eine 
beliebige Ebene (T und bestimmen deren 
Schnitt 2 mit £E; die gesuchten Durchstoß- 
punkte sind dann die, in denen g den um- 
fang von 27 schneidet. Den Umstand, daß 
(T beliebig ist, kann man zur Vereinfachung 
der Konstruktion benutzen. Im allgemeinen, 
d. h. wenn keine einschränkenden Voraus- 
setzungen über die Gestalt und Lage des 
Polyeders gemacht werden, wird es zweck- 
mäßig sein fdr a die g projizierende Ebene 
zu nehmen; wenn man die Orthogonal- 
projektion benutzt, hat man die Wahl 
zwischen zwei (bzw. drei) die g projizierende Ebenen. So ist in 
Fig. 42 der Schnitt der Geraden g^{g\g") mit einem in Orthogonal- 
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Projektion dargestellten Oktaeder bestimmt, indem die g auf die Grand- 
rißebene projizierende Ebene benntzt wurde. Ihre Schnittpunkte mit 
den Kanten sind mit 1, 2, 3, 4 bezeichnet. 

Sollte die schneidende Gerade senkrecht zur Achse sein (also durch 
zwei ihrer Punkte bestimmt), so suche man sowohl von der Geraden, 
als auch vom Polyeder den Seitenriß; man erhält dann die gesuchten 
Punkte, wenn man mit der zweiten und dritten Projektion ebenso ver- 
fährt, wie vorhin mit der ersten und zweiten. 

Wendet man die Methode der kotierten Ebenen an, so kann 
man ähnlich verfahren. Um dies an einem Beispiele zu zeigen, nehmen 
wir ein dreiseitiges Prisma mit den Ecken A^{A!y 6.50), S^(jB', 3.o), 
0= (C, 4); L = {L\ 9.60), Jf = (Jf' , 6.0), N^ (N\ 7.o) und woUen 

die Schnittpunkte 
mit der durch ihre 
Projektion / und 
die NeigungsskiEda 
gegebenen Gera- 
-^. den g bestimmen 
^fS (s. die Fig. 4a). 
Zu diesem 
Zwecke schneiden 
wir das Prisma mit 
einer durch g' ge- 
henden, zur Bild- 
ebene senkrechten 
Hilfsebene. Wir 
finden dann, wenn 
wir auch auf den 

geschnittenen 
Kanten die Nei- 
gungsskala auftragen, als Schnitt das Viereck mit den Ecken P= (P', 6.o), 
Q = (Q\ 8.2), R = (JB', 4.4), S = (S', 3.3), liegend auf den Kanten CN, 
ÄL, AB, JBC. Nun legen wir die Hilfsebene in die Bildebene um, 
und erhalten dann — da ja die Maßeinheit auch gegeben sein muß — 
die Umlegung P*Q^R*S* des Vierecks und der Geraden. Die Punkte 
X* Y*, in denen die Gerade g* das Viereck schneidet, sind dann die 
Umlegungen der gesuchten Punkte; die von ihnen auf ^' gefällten Lote 
liefern die Projektionen X', T' dieser Punkte, deren Koten sich auf 
der Neigungsskala von g ablesen lassen. 

Wie sich die Konstruktion ändert, wenn g parallel oder senk- 
recht zur Bildebene ist, möge der Leser selber ausfinden. 

Soll endlich die Aufgabe in Zentralprojektion gelöst werden, 
so müssen wieder andere Ideen benutzt werden; eine wäre folgende. 
Ginge g durch das Projektionszentrum, so würden alle ihre Punkte, 




Fig. 48. 
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insbesondere auch die Durchstoßpunkte mit der Polyederfläclie mit 
ihrem Spurponkte T und dem Fluchtpunkte F zusammenfallen. Die 
Projektionen der gesuchten Punkte müssen n?m innerhalb der Pro* 
jektionen der Polyederflächen liegen; es ist also das Netz der Poly- 
gone und Pseudopolygone zu untersuchen, die die Projektionen der 
Polyederflächen bilden^ und zu sehen , welche von ihnen den Punkt 
T^r enthalten; jede solche liefert einen der Durchstoßpunkte, der 
dann YöUig bestimmt ist, da man seine Projektion kennt, und eine 
ihn enthaltende Ebene. }^un läßt sich diese besondere Lage durch 
eine einfache Verlegung des Projektionszentrums herbeiführen: man 
nehme nämlich als solches einen beliebigen Punkt der Geraden (TT). 
Unter den verschiedenen möglichen Wahlen, ist die zweckmäßigste, 
den Punkt K zu nehmen, in dem TT die Yerschwindungsebene trifft. 
Der neue Hauptpunkt Kq ist dann die vierte Ecke des Parallelogramms 
rCTK^ (s. Bd. I, S. 138); die neue Distanz ist gleich der alten. Die 
Verlegung des Zentrums nimmt also die spezielle Form an, von der 
im I. Bd. auf S. 138 die Rede war. Man suche nun die neue Dar- 
stellung des Polyeders, und bestimme, innerhalb welcher Projektionen 
der Flächen der Punkt T fäUt; zur Auffindung der Durchstoßpunkte 
genügt die Bestimmung der Darstellung der Punkte, die diese Flächen 
mit g gemeinsam haben in dem ursprünglichen System. 

Eine andere Art der Lösung wäre folgende: Die Gerade g wird 
im allgemeinen (wenn das Polyeder konvex ist) in zwei Punkten X 
und Y treffen, die jeder einer bestimmten Fläche desselben angehören; 
wüßte man nun, welches diese beiden Flächen sind, so wäre die Auf- 
gabe auf die zweifache Anwendung einer der Fundamentaufgaben 
zurückgeführt, um die bezügliche Untersuchung auszuführen, nennen 
wir die Ecken des Polyeders Ä, B, C,D ... und deren Projektionen 
parallel zur Geraden g auf die Bildebene J^, 2?^, Cq . . . Es ist klar, 
daß in den Spurpunkt T von g auch die Projektionen Xq, Y^^ der 
gesuchten Punkte fallen, und ebenfalls, wenn X z. B. in die Fläche 
LMNP fäUt, Xo = r innerhalb des Vielecks L^M^N^P^ faUen muß, 
und umgekehrt. Ist daher in der Bildebene die Prog'ektion des Po- 
lyeders parallel zu g gezeichnet, so findet man im allgemeinen zwei 
Polygone, innerhalb deren T liegt; die entsprechenden Polyederflächen 
werden dann von g in den gesuchten Punkten getroffen. Bei Aus- 
führung dieser Konstruktion sind zwei Umstände zu berücksichtigen: 
1. Die Punkte ^, JBq . . . sind nichts anderes als die Spuren der zur 
Geraden (T J') durch J., JB . . . gezogenen Parallelen in der Bildebene, 
lassen sich daher nach dem bekannten Verfahren (Bd. I, S. 95) auf- 
finden. 2. Zur Auffindung der Punkte, in denen g die nach obigem 
Verfahren ermittelten Polyederflächen trifft, braucht man nur eine 
Hilfsebene durch g zu legen; die Geraden, in denen diese die beiden 
Flächen schneidet, treffen g in den gesuchten Punkten. 



Digitized by 



Google 



66 



I. Buch. Eöxperliche Ecken und Poljeder. 



174. Ist das Polyeder S Yon besonderer Art; so kann es nütz- 
licher sein, die Hilfsebene 6 in anderer Weise zu wählen. Handelt 
es sich zum Beispiel um eine Pyramide (oder ein Prisma) , so kann 
man die durch g und die Spitze der Pyramide (bzw. parallel zu den 
Seitenkanten des Prismas) gehende Ebene als Hilfsebene nehmen. 
Diese schneidet dann die Ebene der Grundfläche in einer Geraden s, 
die den Umfang in den Punkten P, Q . . . treffen möge. Alsdann 
schneiden die Geraden VPy VQ, ... die ^ in den Punkten X, F, . . . , 
die, falls sie innerhalb der Seitenflächen liegen, die gesuchten Durch- 
stoSpunkte sind; hinzuzufügen ist allenfalls noch der Punkt, in dem 
g die Grundfläche trifft. Ist, wie es meistens der Fall sein wird, die 
Grundfläche ein einfach konvexes Polygon, so beträgt die Zahl der 
Punkte P, Q, . . . und somit der X, F, . . . höchstens zwei. Liegen 
dann X und Y beide auf den Seitenflächen, so liegt die Strecke X Y 
ganz im Innern der Pyramide; 
liegt nur einer darauf, so trifft g 
auch die Grundfläche, und liegt 
keiner darauf, so schneidet g 
die Pyramide überhaupt nicht. 





Vig. 44. 



In der Fig. 44 ist das Verfahren angewandt zur Bestimmung 
der Punkte X, Y in. denen die Gerade g = (gg") die Pyramide trifft, 
deren Grundfläche AB CD auf der Grundrißebene liegt und deren 
Spitze V={V'fV") ist; die Hilfsebene enthält die Geraden p und g^ 
t^ ist deren erste Spur, die man allein zur Konstruktion nötig hat. 

In Fig. 45 dagegen ist Zentralprojektion angewendet: g = (T, I') 
ist die Gerade, A'B'C'B' die Projektion der in der Ebene (^oV) 8®" 
legenen Grundfläche, F=(TqJq', V) die Spitze der Pyramide. Die 
Hilfsebene ist [^i'], durch die Gerade (T,J') bestimmt und durch (I\,J'), 
die durch V zu der vorigen parallel gezogene Gerade. — 
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Die Yorigen Betrachtungen auf Prismen anzuwenden, oder im 
Falle daß man die Methode der kotierten Projektionen braucht, wolle 
der Leser nicht verfehlen. 

175. Aufgabe IV. Den Schnitt zweier Polyeder SEi, SE« zu finden. 

Die Schnittlinie zweier Polyeder wird von einem oder mehreren, 
im allgemeinen windschiefen Polygonen gebildet, die zu Ecken die 
einzelnen Durchstoßpunkte der Kanten des einen mit den Flächen des 
anderen haben, vorausgesetzt, daß diese innerhalb der begrenzten 
Flächen und der begrenzten Kanten liegen.^) Die Seiten dieser Poly- 
gone sind jene Schnittlinien der Flächen von S^ imd 2,, die inner- 
halb dieser selbst liegen. Im allgemeinen besteht der Schnitt aus 
mehreren Polygonen; wenn er aber nur aus einem einzigen besteht, 
80 tritt jedes Polyeder in das Innere des andern ein, ohne anderswo 
wieder herauszutreten; wir haben dann den Fall der Ausreißung (Ar- 
rachement). Besteht er aus zweien, so tritt das eine Polyeder in das andere 
ein und wieder heraus; wir haben dann eine sog. Durchdringung 
vor uns. Um den Schnitt zweier Polyeder, die nach einer der be- 
kannten Methoden dargestellt sind, zu finden, kann man damit be- 
ginnen, direkt entweder die Ecken oder die Seiten der Schnittpolygone 
zu suchen, d. h. man sucht zuerst die Punkte, in denen die Kanten 
des einen Polyeders die FBlchen des anderen treffen, oder man sucht 
die den Flächen der beiden Polyeder gemeinsamen Strecken. In spe- 
ziellen Fällen wird man zweckmäßig die beiden Polyeder durch Hilfs- 
ebenen schneiden. Sind diese Pyramiden oder Prismen, so wird man 
vorteilhaft Ebenen verwenden, die durch die Verbindungslinie der 
Spitzen der Pyramiden und die Kanten einer der beiden gehen, da 
jede derartige Ebene die andere Pyramide in Geraden schneidet, die 
die Kanten der ersteren in den Ecken der gesuchten Schnittfigur trifft. 

Sind nun die Ecken der Schnittfigur gefunden, so ist noch zu 
bestimmen, in welcher Reihenfolge sie zu verbinden sind, also wie die 
Seiten der Schnittfigur laufen. Zu dem Zwecke muß man beachten, 
daß jede Ecke sowohl einer Fläche von SEj, als auch einer von 2, 
angehört. Bezeichnen wir die Flächen von 2^ mit 1, 2, 3, . . . und 
die von 2, mit I, II, III, . . ., so können wir mit (1, 2) (2, 3) ... die 
Kanten von S^, mit (1, 11) (11, III) ... die von SE, symbolisch be- 
zeichnen. Sind nun i, Ic, l drei beliebige Zahlen der ersten Reihe, 
J, Ky L solche der zweiten, so lassen sich die Ecken der gesuchten 
Schnittfigur symbolisch als {ih)Ly (IK)l bezeichnen. Zweckmäßig wird 
man sich eine Tabelle der sämtlichen Ecken der Schnittfigur anfer- 
tigen. Der erste von den beiden obigen Punkten ist dann der Schnitt- 
punkt der drei Ebenen i, Ä, L, daher werden die von ihm ausgehen- 

1) Als Ausnahmefälle sind anznselien, der, daß eine Kante von ^ eine 
von ^ schneidet, oder daß eine Kante von ^ in eine Fläche von £, fällt, u. a. 



Digitized by 



Google 



58 !• Buch. Körperliche Ecken und Polyeder. 

den Seiten der Schnittfigur mit (iL) nnd (kL) bezeichnet werden 
können. Diese Seiten haben jede noch einen Eckpunkt^ dessen Symbol 
von einem der folgenden Typen sein muß: (im)L, (hm)L, {LM)i, 
{LM)k, Nun suche man in der Tabelle jene Punkte anf^ die dieser 
Bedingung genügen; im allgemeinen erhalten wir zwei, einen folgen- 
den und einen vorhergehenden. Man nehme einen von diesen beliebig 
und verfahre mit ihm in gleicher Weise und so fort, bis man zum 
Ausgangspunkte zurückgekehrt ist. Wenn auf diese Weise alle in der 
Tabelle stehenden Ecken erschöpft werden, was besagt, daß der Schnitt 
aus einem einzigen Linienzag besteht, so ist das Verfahren erledigt. 
Im anderen Falle wird der Schnitt aus mehreren getrennten Zügen 
bestehen. Um diese zu finden, braucht man nur anf einen der übrig 
gebliebenen Punkte zurückzugreifen und damit ebenso wie mit dem 
vorigen Ausgangspunkte zu verfahren, um die Zeichnung ausdrucks- 
voller zu machen, ist es gut, die sichtbaren Teile des Schnittes von 
den nichtsichtbaren unterschiedlich zu machen; man beachte hierbei, 
daß nur diejenigen Seiten des Schnittes sichtbar sind, die zwei bei 
beiden Polyedern sichtbaren Flächen angehören. 

176« Zur besseren Erläuterung der obigen Darlegungen wollen 
wir sie auf ein ziemlich einfaches Beispiel anwenden, nämlich auf die 

Aufgabe: Die Durchdringung einer geraden rechtwinkligen SSnle 
mit einem beliebigen, dreiseitigen Prisma zu finden. 

Wir bezeichnen mit I, II, III, IV die Seitenflächen der Säule, 
und mit 1,2,3 die Seitenflächen des Friamas ABC Ä^B^Ci (Fig. 46). 
Die Betrachtung der Figur zeigt uns: die Fläche I schneidet die 
Kanten (12) und (23) des Prismas; II schneidet nur die Kante (23); 
m schneidet (12) und (13), und IV trifft nur die Kante (13). Also 
erhalten wir folgende Ecken des gesuchten Schnittes, in denen die 
Prismenkanten die Säulenflächen durchstoßen: iT=I(12), «7" = 1(23), 
K = n(23), L = m(12), M = in(13), N = IV (13). 

Die ersten Projektionen dieser Punkte sind unmittelbar gefunden, 
da ja die Seitenflächen senkrecht auf der Grundrißebene stehen. Ihre 
zweiten Projektionen erhält man mit Hilfe der zugehörigen Ordinaten, 
indem man die Mantellinien des Prismas ins Auge faßt, auf denen 
fiie liegen. 

Jetzt handelt es sich noch um die Punkte, in denen die Säulen- 
kanten die Prismenflächen durchstoßen. Man ersieht aus der Figur 46, 
daß die Kante (I IV) der Säule, die Prismenflächen 1 und 3 durch- 
bohrt, erstere in P, letztere in Q] da, PQ senkrecht zu ä^, so fallen 
die Projektionen P' und Q' in einen Punkt zusammen. Die Kante 
{II III) durchbohrt die Flächen 2 und 3, erstere in JB, letztere in 5. 
K und S' fallen wieder zusammen. Da die andern Kanten das Prisma 
nicht treffen, so sind nur noch die zweiten Projektionen dieser vier 
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Punkte zu suchen. Zu dem Zwecke ziehen wir durch P und Q die 

Parallelen p und q zu den Seitenkanten des Prismas; p' und q' fallen 

dann zusammen in die durch P'= Q' zu Ä'Ä^' gezogene Parallele^ 

die A'B' in P^ und Ä'C in ^o' treffen möge. Sofort sind nun P^" 

und Qq' gefanden, und die durch diese Punkte zu Ä' A^' gezogenen 

Parallelen sind p" und 

g"; diese schneiden 

dann die gemeinsame 

Ordinate von P und 

Q in den gesuchten 

Punkten P" und q\ 

Ganz ebenso findet man 

PC\S'\ Mit diesen vier 

neuen Punkten: P = 

(iiv)i, e=(nv)2, 
jj = (niii)2, s = 

(nm)3 ist die Unter- 
suchung der Ecken 
der Durchdringungs- 
figur erledigt; suchen 
wir jetzt noch die 
Seiten. 

Die Ecken JT, J 
liegen sowohl auf der 
Fläche I der Säule, als 
auch auf 2 des Pris- 
mas, also ist J3e7= 12 
eine Seite des gesuch- 
ten Schnittes. Ebenso 
liegen die Punkte J= 
1(23) und (2=(IIV)3 
beide in den Flachen I und 3; also ist «7*^ = 13 eine zweite Seite 
desselben Schnittes; eine dritte ist ^^=IV3, eine vierte ^P=IV1, 
eipe fünfte PiT= II. Somit sind wir zum Ausgangspunkte zurück- 
gekehrt; da aber nicht alle Eckpunkte erschöpft sind, so besteht der 
Schnitt noch aus einem weiteren Polygon. Um dies zu bestimmen, 
nehmen wir eine der bisher noch nicht benutzten Ecken, z. B. £"=11(23). 
•Sie liegt ebenso wie U= (II III) 2 auf den Flächen 2 und 11; somit 
ist KB, eine neue Seite des Schnittes. Auf sie folgt RL = 2 III, 
dann ZJf = IUI, MS = 3111, und schUeßlich SZ'=II3. Passen 
wir zusamen, so besteht der gesuchte Schnitt aus zwei windschiefen 
Fünfecken, das eine ist HJQNP, das andere KRLMS. Man be- 
achte, daß im Aufriß nur die Flächen 1, 11, 2 der beiden Körper sicht- 
bar sind, und demnach auch nur ihre Schnitte, die Seiten i5re7"und KR. 




Flg. 46. 
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Znr Übnnf • I« Den Schnitt zweier regnlftr sechiseiiiger Prismen zu fin- 
den, von denen das eine mit der Grondfl&che, das andere mit der Seitenfläche 
in der Grundrißebene liegt. II. Den Schnitt zweier schiefer Pyramiden, die mit 
ihrer quadratischen Grundfläche in der Grundriflebene liegen, zu zeichnen. 

Anmerkung. Das Problem der Dorchdringong zweier Polyeder 
findet eine wichtige Anwendung bei der Untersuchung des Selbst- 
schattens eines Polyeders. Dieser wird nämlich begrenzt von der 
Schnittlinie des Polyeders mit* der körperlichen Ecke die ihm um- 
beschrieben ist, und den leuchtenden Punkt zum Scheitel hat; der 
sog. Streif linie. Auf dasselbe Problem laßt sich auch die Aufsuchung 
des Schattens, den ein Polyeder auf ein anderes wirft, zurückfahren, 
während die Auffindung des Schlagschattens, gleichbedeutend ist mit 
der Aufsuchung des Schnittes einer Pyramide (oder Prismas) mit 
einer Ebene. 
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Kurven. 

Erstes Kapitel. 
Ebene Kurven. 

8 1. Kurven als geometrisohe Örter von Punkten. 

177, Bewegt sich ein Punkt P in einer Ebene nach einem be- 
stimmten Gesetze^ so ist der geometrische Ort F der von P ein- 
genommenen Lagen eine im allgemeinen nicht gerade, sondern ge- 
krümmte Linie, eine Kurve. Ist F eine ebene Kurve, so pflegt man 
in ihrer Ebene ein kartesisches System zweier Achsen anzunehmen und 
mit X, y die Koordinaten eines beliebigen Punktes P von F zu be- 
zeichnen;^) X und y sind dann Größen, die nicht konstant, sondern 
veränderlich, etwa mit der Zeit ^, sind; mit anderen Worten: x und y 
sind bestimmte Funktionen von t, etwa 

x = m, y-nit) (1) 

In diese können wir eine andere unabhängige Yariabele r einffihren, 
die mit t durch eine andere bestimmte Beziehung verknüpft ist, etwa 

^ = 9?(r); 

infolgedessen werden die Gl. (1) zu 

oder kürzer -z. . -, . ^ax 

Die Gleichungen (2) sind von demselben Typus wie (1), und dies 
zeigt uns: 1. Es ist nicht nötig, daß die Z^it jene unabhängige Varia- 
ble sei; 2. aus einer analytischen Darstellung vom Typus (1) einer 
Kurve lassen sich unzählig viele, durch Veränderung der unabhängigen 
Variabein ableiten. Die Variable, durch deren Fimktion sich die Ko- 
ordinateji der Kurvenpunkte ausdrücken lassen, heißt der Parameter, 
und die analytische Darstellung vom Typus (1) heißt parametrische 
Darstellung; durch (t^) werden wir den Punkt bezeichnen, welcher dem 
Werte tQ des Parameters entspricht. 

Eliminiert man t aus den GL (1), so erhält man eine Gleichung 
von der Fo rm ^(^^ y) _ 0, (3) 

1) Dei Bequemlichkeit wegen setzen wir voraus, daß die Koordinaten recht- 
winklig seien. 
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welche die Gleichung der Kurve heißt; shxa ihr kann man auf un* 
zählige Weisen eine parametrische Darstellung der Kurve erhalten^ 
da man ja o; » |(t) setzen, wo die Funktion | beliebig ist, und y aus 
/'(l(ß>y)="0 bestimmen kann. — In dem Falle, daß sich f(x,y) in 
ein Produkt von r Funktionen /^ , f^ . . .f^ zerlegen läßt, ist F aus r 
Kurven ff{x, y) — (* = !, 2, ...r) zusammengesetzt, im anderen 
Falle ist F einfach; man setzt immer voraus, daß die zu unter- 
suchende Kurve einfach sei. umgekehrt: Nimmt man beliebig zwei 
Gleichungen von der Form (1) oder eine von der Form (3), so ist 
damit eine Kurve bestimmt. 

Wir woUen jedoch die beliebige Gestalt der Funktionen |, rj, f 
dadurch einschränken, daß wir immer annehmen, daß ihre Koeffizienten 
reeUe Zahlen seien, woraus aber nicht folgt, daß auch die Kurve 
reelle Punkte besitzt;^) ferner daß die Funktionen im allgemeinen 
kontinuierlich seien und Ableitungen der betrachteten Ordnungen zu- 
lassen für aUe Werte der Yariabeln, die in die Rechnung eintreten. 

Zur Übung: Wenn in (3) komplexe Koeffizienten vorkommeb, so kann die 
Kurve dennoch eine Gruppe reeller Punkte enthalten. Warum? 

Der Abstand zweier Punkte (t) und (t + h) der Kurve (1) wird 
ausgedrückt durch 

■s = VU* + h)- W? + vi* + A) -v(f)'- 

Läßt man nun h gegen konvergieren, d. h. nimmt man Ji = dty 
so wird dieser Ausdruck unendlich klein, und bezeichnet man ihn 
mit dSj so hat man offenbar 



f|=Vr(<)' + i?'(o* 



Zufolge dessen wird die Länge s eines Bogens zwischen den Punkten 
{t^ und {t^ gegeben durch 



'Jvm 



+ n{tr 



Diese Länge läßt sich, von seltenen Ausnahmefällen abgesehen, 
nicht exakt durch geometrische Konstruktionen ermitteln, man wird 
daher im Falle eines praktischen Bedürfnisses, zu Näherungskonstruk- 
tionen gewöhnlich seine Zuflucht nehmen müssen. 

Diesen Ausweg muß man sogar bei der einfachsten krummen 
ebenen Linie benutzen, und man kennt mehrere Methoden, einen be- 
liebigen Kreisbogen näherungsweise zu rektifizieren. Da wir 
hiervon später Anwendung zu machen haben, soU hier eine Methode, 



1) Als Beispiel diene o;* + 1/* + r' = 0. 
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nämlich die von Rankine^) angegeben werden: Ist AB der Bogen 
des Kreises, so verlängere man die Sehne AB um das Stück BC 
aa: ^AB und hcschrcibc nm C mit CA als j)^ 
Radins einen Kreis, der die in B an den 
Kreis gezogene Tangente in D trifft: dann 
ist mit großer Annäherung BD s arc AB. 
Ist nämlich (s. Fig. 47) r der Radius 
des gegebenen Kreises und '^A0B=2a, 
so ist AB =» 2r sin a, und BC = r sin a, 
CA==CD=Srsma. PemeT^CBD=7t-a, 
Setzt man nun <^ JB2)C= d, ^ BCB^y, 
80 folgt aus dem Dreiecke BCD: 




JFign, 



sin d = ^ sin a, also d = arc sin (^^) "^ arc cos l/l 



sin' a 



Nun isty= cc — d = a — arc sin 



Aus demselben Dreiecke 



sin y 



orffibt sich aber auch BD ^ CD-^^^, daher 

® am a ' 



BD 



3r sin « — 


arc sin 


= r sin a 1 3 - 


sin'a 
23 



PI = r sin a {l/O—sin*« — cosa}^ 



sin*« \ 

+ IT7T' '»'«I 

-'(«-i;+f;--)(^+T+-)--2«+- 

wobei die unterdrückten Glieder Potenzen von a enthalten^ die nicht 
kleiner sind als die vierte; ist nun a ein kleiner Bogen, so ist 
näherungs weise BD = arc AB, w. z. b. w. 
Ist nun a nicht klein^ so könnte man die 
angegebene Konstruktion auf einen Bogen 

^ anwenden, wo k eine hinreichend große 

ganze Zahl bedeutet. 

Wenn aber a ein aliquoter Teil des 
ganzen ümfanges ist, so könnte man den 
Bogen erhalten, wenn jener selbst rektifiziert 
ist. Nun gibt es auch hierfiir verschiedene 
Verfahren, von denen wir hier folgendes 
sehr einfache anführen woUen, das man Ko- 
chansky (1685) zuschreibt. 

Man zieht in dem Kreise einen be- 
liebigen Durchmesser AB (s. Fig. 48) und 

1) Vgl. L. Cremona, Elemente des graphischen CaleiUs. Deatsch von 
M. Gurtze (Leipzig 1875), S. 101. Bezüglich anderer Verfahren s. K. Pohlke, 
Darstellende Geometrie, IL Teil (Berlin 1876), S. 19 ti.20. d'Ocagne, Atti dellV. 
Congr. Intern, dei matematici 1908. III. Bd., S. 351. 




Fig. 48. 
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in B an ihn die Tangente; dann zeichnet man die Sehne BC gleieh 
dem Badins nnd fillt anf sie vom Zentram O ans das Lot, das jene 
Tangente in 2> trifft. Von 2> ans trägt man nnn anf der Tangente 
Aber B hinaus den Badins dreimal ab bis E; AE ist dann gleich 
dem halben Umfange des gegebenen Kreises. Nimmt man nämlich 
den Radius gleich der Maßeinheit^ so wird 



und 



AE^ = AB^ + BE' = ^Q-«V» „ 9,869217, 



J.i?= 3,141533. Die Abweichung betragt also nur 
Hunderttausendstel. 

— ^ 3 tflf cc 

Zur Ubnng: !• Aus der 01b er s sehen Näherongsformel a « o i/tg 

eine Konstruktion für a abzuleiten. II. Um den ganzen Sjreis und damit auch 
bestimmte Teile desselben zu rektifizieren, teile man den Durchmesser in 6 gleiche 
Teile und konstruiere ein rechtwinkeliges Dreieck, das 8 und 6 dieser Teile zu 
Katheten hat: sein Umfang ist nahezu gleich der fijreisperipherie. 

178, In der Ebene der durch GL (2) dargestellten Kurve F 
nehmen wir willkürlich einen Punkt Po(^o?yo) *^ ^^^ ziehen durch 
ihn eine beliebige Gerade g. Es seien a und ß die Winkel, die g mit 
den Koordinatenachsen bildet, x, y die Koordinaten eines beliebigen 
anderen Punktes Ton ^, und q die Länge der Strecke PP^x dann ist 
X'^x^ + Qto^aj y^y^ + QQOü ß. 

Um daher diejenigen Punkte P von g zu erhalten, die g mit F ge- 
meinsam hat, muß man q derart wählen, daß 

f(xQ + Q COS CC, y^ + Q cos ß) = 
wird. 

Entwickeln wir nach dem Taylorschen Lehrsatze, so wird 

sem müssen, wo 1. a. (g^^)^ den Wert von -^^^ {uix^x^^y^yo 
bezeichnet. 

Die aus dieser Gleichung sich ergebenden Werte von q geben 
uns die Abstände des Punktes Pq von den Punkten P^, Pj, ... in 
denen F von der Geraden g geschnitten wird. 

Nehmen wir nun an, daß P^ auch auf der. Kurve F liege, so 
muß f(xQ, y^) = sein, imd somit verliert die Gleichung (4) ihr ab- 
solutes Glied, und hat also eine Wurzel = 0, wie vorauszusehen, indem 
ja Pq der Gruppe der Punkte P^, Pj, Pj . . . angehört; also ist einer 
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der Abstände PqPj, PoP^ ... gleich Null. Wahlen wir nun die Ge- 
rade g in geeigneter Weise, so läßt es sich erreichen, daß die Gl. (4) 
eine zweifache Wurzel » hat. * Damit dies eintrete, ist nämlich notig 
und hinreichend, daß 



(I9o'"«« + ©o^''-^- 



Da nun a + ß '^^, so kann man diese Gleichung auch in 
folgender Form schreiben: 

und dies zeigt uns, daß im allgemeinen der Winkel a bestimmt ist, 
und somit auch die Gerade g. Diese Gerade, die durch den Punkt 
(Xq, y^) geht und mit der a?-Achse den Winkel a bildet, der durch die 
vorige Gleichung bestimmt ist, hat als Gleichung 

Sie heißt die Tangente an die Kurve im Punkte (x^, y^) und dieser 
Punkt heißt der Berührungspunkt. Die Tangente kann augen- 
scheinlich als GrenzfaU der durch jenen Punkt der Kurve F gezogenen 
Sehnen angesehen werden, wenn nämlich der zweite Endpunkt der 
Sehne an jenen Punkt unendlich nahe heranrückt. Das Vorhanden- 
sein der Tangente in einem Punkte der Kurve hSngt also davon ab, 
daß die beiden ersten partiellen Ableitungen des ersten Gliedes der 
Knrvengleichnng in dem betrachteten Punkte bestimmt, und nicht 
beide gleich Null seien. Die in einem Kurvenpunkte senkrecht zur 
zugehörigen Tangente gezogene Gerade heißt die Normale der Kurve; 
aus (5) geht hervor, daß diese für den Punkt (xq, y^) ^® Gleichung hat 

\dx)o \dy)o 
Die Tangente und die Normale in einem Kurvenpunkte lassen sich 
durch besondere Verfahren konstruieren, wenn man die Erzeugung der 
gegebenen Kurve kennt; das z. B. beim Kreise und den Kegelschnitten 
anzuwendende ist dem Leser bekannt. Es kann nun auch eintreten, 
daß der vorige Wert von a nicht nur den Koeffizienten von^p, sondern 
auch den von (>* in der Gleichung (4) verschwinden läßt, nämlich 
das Trinom: 

In diesem Falle würde die Tangente in diesem Punkte drei in P^ 
vereinigte Schnitte mit der Kurve F haben, dieser wäre dann ein 
Inflezions- oder Wendepunkt der Kurve. Damit demnach der 

liOria- Schutte: Dantellende Geometrie. II. Bd. 6 
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Pankt (Xf^i y,) ein Wendepunkt sei, müseen gleichzeitig die beiden 
Gleichungen erfttUt sein: 



(1) 



/■(«,y)-o, 



dydx 

dx 



dxdy 

Sy 

dy 



dx 

dx 







-0 



(«) 



Hieraus geht heryor, daß eine Knrve im aUgemeinen dne bestimmte 
Zahl von Wendepunkten besitzt; deren Koordinaten erhalt man durch 
Auflösen der Gleichungen (6) nach Xy y; die Wendepunkte können 
als die Schnitte der Kuryen (6) und (1) konstruiert werden. 
Schließlich sei bemerkt: Wenn man in (5) x, y als gegeben ansieht, 
so stellt sie in den Koordinaten a?o, y^ eine Kurve z/ dar, auf der die 
Berührungspunkte der von dem Punkte P(Xy y) an die Kurve F ge- 
zogenen Tangenten liegen; diese Berührungspunkte sind also die 
Schnitte von Fmitz/. Somit ist auch die Aufgabe von einem Punkte, 
an eine Kurve die Tangenten zu ziehen, zurückgeführt auf die 
Bestimmung der Schnittpunkte der Kurve mit einer anderen 
bestimmten Kurve; im Falle, daß die gegebene Kurve ein Kegelschnitt, 
ist bekanntlich die Hilfskurve die Polare des gegebenen Punktes. 

179, Die vorigen Formeln vereinfachen sich in bemerkenswerter 

Weise, wenn, was häufig der FaU ist, die Gl. (3) nach y aufgelöst 

ist, also die Form hat: , . /o/\ 

y«<)p(a;) ; . . . . 4 . . . (3') 

In diesem Falle wird nämlich die Gleichung der Tangente 

y - yo "= (^ - ^o) • «ip'K); (5') 

während die Bedingung für einen Wendepunkt lautet 

^'"W-o (67 

Diese Formeln führen dann leicht zu einer wichtigen Folgerung. 

Es sei T{Xq + ä, y^ + ä) ein dem Punkte Pq benachbarter Punkt 
der gegebenen Kurve; dann wird sein Abstand 6 von der Geraden (5') 
gegeben durch ^^ k-h^' {x^ _ 

nun ist alJer wegen Gl. (3') 

daher ^, 

Ti - h<p'{x^ + 

and 



*-V(«o) + 2l9'>o) + 



21 



Vi + VW 
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67 



Dieser Ausdruck läßt erkennen, daß wenn ^'\x^ ^ ist, S das 
Vorzeichen von 9?"(^o) ^**> welches auch das Vorzeichen von h sein 
möge; folglich liegt in der Nachbarschaft eines generischen (gewShn- 
lichen) Punktes der Kurve diese ganz auf einer Seite der betreffen- 
den Tangente. Wenn hingegen 9?"(^o) == 0, aber 9?'"(^o) + 0, so 
ändert S das Vorzeichen zugleich mit dem Vorzeichen von Ä und 
folglich geht in einem Wendepunkte die Kurve von der einen Seite 
der Tangente auf die andere fiberJ) 

ISO. E^ ist zweckmäßig die allgemeine Gleichung der Tangente 
auch für den Fall aufzustellen, daß man von der betrachteten Kurve 
die parametrische Darstellung (1) kennt. Zu diesem Zwecke betrachten 
wir die Verbindungslinie der beiden Punkte P und Q mit den Para- 
metern t^ und t^ + h (die Sehne PQ)\ ihre Gleichung ist 



oder 



X y 1 

m Vito) 1 



=-0, 



[^ - m] biito + Ä) - fiiQ] = [y - vM m, + h) ~ K^o)]. 

Nehmen wir der Allgemeinheit wegen an, daß im Punkte P 
einige der Ableitungen der Funktionen |, rj gleich Null werden, und 
genauer, daß |^'"^(^o) ^^^ ^^**^('^o) ^^® ersten Ableitungen seien, die nicht 
Null sind,*) so ist 

m +h)- i(g = 2 r)(g + ^^4)\ ^^^^'H^o) + • • • 

Vit, + Ä) - ^(g - ^ ,2W(0 + (^ fii'^^KQ + .... 

Setzen wir dies in die vorige Gleichung ein, dividieren die ent- 
standene Beziehung durch die höchste Potenz von h, die als Faktor 
auftritt, und lassen dann Ä « werden, so erhalten wir beim Ghrenz- 
übergang 

y — ^(^o) *== ^f ™ ^^11® m<n 






^ — l(^o)=-0, „ „ m>nf 
Im ersten Falle ist die Tangente parallel zur a;-Achse, im dritten 



iV 



1) Ganz allgemein: Hat man qp"(a;o)==" ^» 9''"(äo)""^ • • • 9'^"*'"^K«*) — 0, 
fp^^\x^) ^ Oy 80 liegt die Kurve ganz auf einer Seite der Tangente, 
wenn m ungerade ist, sie geht aber von der einen Seite auf die 
andere, wenn m gerade ist. 

2) Es ist leicht einzusehen, daß die ganzen Zahlen m, n endlich sind, wenn 
£, 72 keine Konstanten sind. 

6* 
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zur y-Achse. Der häufigste Fall entspricht der Annahme m -> w; als- 
dann wird die Tangente dargestellt durch die Gleichung 



oder 



während 





_y-i(«.i 


»-6(0 





(T) 



die entsprechende Normale darstellt; für das Vorhandensein solcher 
Oeraden wird also verlangt, dafi fttr den betrachteten Punkt, die 
Ableitungen der beiden Funktionen §, q, die die parametrische Dar- 
stellung der Kurve liefern^ bis in einer gewissen Ordnung im betrach- 
teten Punkte vorhanden sind. 

Mittels der parametrischen Darstellung kann man auch die Auf- 
suchung der Wendepunkte ausf&hren. Hat nämlich für t^^t^ die 
Kurve (1) einen Wendepunkt mit Äx + By + C — als Wende- 
tangente^ so muß die Gleichung 

eine dreifache Wurzel t'^t^ haben. Es muß demnach sein 

At{Q + Br[{Q -0, 
A%"{t,)-\.Bn"{t,) -0. 

Eliminieren wir J., JB, (7, so wird 

r(<o) n\Q 

Diese Gleichung für t^^ dient zur Bestimmung der Parameterwerte, 
die den Wendepunkten entsprechen. 

Zur Übung: Um zu erkennen, ob die betrachtete Kurve im Punkte (^o) 
die zugehörige Tangente überschreitet oder nicht, betrachte man die Reihe 



(8) 






„(r + *) 



(*•) 



n'^Kh) 



(ÄJ = 1,2...) 



und guohe das erste ihrer Elemente auf, das zu wird; es sei dieses das dem 
jb»8 entspricht, dann überschreitet die Kurve, wenn r-{-8 ungerade ist, und 
nur dann. 

181. Wir nehmen wieder die Gl. (4)^ lassen aber die Bedingung 
fallen, daß die beiden ersten Ableitungen nicht gleich Null seien. 
Wir wollen vielmehr annehmen, daß für den Punkt (Xq, y^) alle 
partiellen Ableitungen bis zur (r — 1)*®" inklusive verschwinden (r > 1), 
daß jedoch mindestens eine der r**° Ordnung von Null vers(hieden sei. 
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Das erste Glied der Gl. (4) beginnt dann mit q*", und daher wird jede 
durch Pq gezogene Gerade die Kurve in r mit P^ zusammenfallenden 
Punkten schneiden. In diesem Falle sagt maU; daß P ein r-facher 
Punkt der Kurve sei, oder daß r Zweige der Kurve durch ihn hindurch- 
laufen. Damit P^ ein r-facher Punkt sei; müssen seine Koordinaten, 

also 1 + 2+3H (r— l) + r«= ^ T Bedingungsgleichungen 

genügen. Angenommen ^ daß diesen Genüge geleistet sei^ so kann 
man versuchen, durch P^ eine Gerade g zu ziehen, derart daß mit P^ 
nicht nur r, sondern r + 1 Punkte der Kurve zusammenfallen; hierzu 
ist notwendig und hinreichend sie so zu legen, daß auch der Koeffizient 
von Q*" in GL (4) verschwindet, also sei 

fa)(^i^).-'-'«-'^-ö. 

. = 

oder auch, da « + iS = — 

Da diese Gleichung von r*^ Grade für tg a ist, so erkennt man, 
daß es im allgemeinen r Geraden gibt, die der obigen Bedingung 
genügen, jedoch werden nicht immer alle reell und voneinander ver- 
schieden sein; jede dieser Geraden ist Tangente an einen der r Kurven^ 
zweige, die durch P^ hindurchgehen und die übrigen Zweige schneiden. 
Solche Geraden betrachtet man als Tangenten an die Kurve in Pq, 
und man sagt, daß eine Kurve in einem i*-fachen Pnnkte auch r 
Tangenten besitze. 

Der einfachste Fall eines vielfachen Punktes ist der, daß r =« 2; 
alsdann bestehen die drei Gleichungen 

f(^o,yo)-o, (|9„-o, (10^ = 0. . . . (10) 

Der Punkt (Xq, y^) ist dann ein Doppelpunkt der betrachteten 
Kurve, und die beiden Tangenten haben die durch die Gleichung 

: (l2).+^Gm'«'«+(S).v«-o. . . (u) 

bestimmten Neigungen. Da die Gleichungen (10) zu drei an der 
Zahl zwischen den zwei Größen Xq, y^ bestehen müssen, so werden 
sie für eine beliebig gewählte Funktion f nicht zugleich bestehen 
können, mit anderen Worten: Eine ebene Kurve besitzt im all- 
gemeinen keine Doppelpunkte, oder auch: Kurven mit Doppelpunkten 
(insbesondere auch solche mit mehrfachen Punkten) sind spezieller Art. 
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Da die Gl. (11) quadratisoh f&r tga ist, so können die beiden 
Doppelpunktstangenten beide reell und verschieden sein, oder reell 
nnd cnsammenfallend, oder konjugiert imaginkr; entsprediend diesen 
drei Fällen ist der Doppelpunkt ein Knotenpunkt, eine Spitxe oder 
ein isolierter Punkt ^); diese drei Fälle sind charakterisiert durch 

\dxVf, \dxdyJo , < ^ 

\dy'dx)o VäyVo I 

182. Es wird nützlich sein, die Bedingungen f&r die Existenz 
eines Doppelpunktes auch für den Fall aufzustellen, daß die betrachtete 
Kurve parametrisch dargestellt ist. Zu dem Zwecke betrachten wir 
die beiden Punkte auf ihr P^ und P^ mit den Parameterwerten Iq 
und t^. Die Gleichung der Verbindungslinie lautet dann 

X y 1 

5(<o) viQ 1-0. 

Diese Gerade ist im allgemeinen bestimmt; sie hört auf es zu sein^ 
aber auch nur dann, wenn zu gleicher Zeit die Gleichungen bestehen 

m)-uh), v(to)-v(ti) (13) 

für t^ 4" ^07 ^ diesem Falle gibt es zwei Zweige der Kurve, die sich 
in einem Doppelpunkte schneiden; folglich sind (13) die gesuchten 
Bedingungen, in diesem Falle läßt die Kurve zwei Geraden als Tan- 
genten zu, die im allgemeinen dargestellt werden durch 

Würde jedoch 

m) = • • • r- ')(<.) - v(Q - • • • v^-'Ktd " 

sein, so müßte man im Nenner setzen |^''^(0 und i]^''\Q. 
Setzen wir nun ^i = ^o + ^; ^^ werden (13) zu 

1(^0 + Ä) - m) - 0, Vito + Ä) - Vito) = 0, 
und lassen wir nun h gegen Null konvergieren, so folgt 

r«o)-0, i?'(<o) = 0, (16) 

und dies sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, 
daß der dem Parameter t^ entsprechende Punkt eine Spitze sei, der 

Richtungskoeffizient der Tangente, nämlich ^tti^, stellt sich in unbe- 

1) Eine analoge Diskussion könnte man mit Gl. (8) anstellen und damit 
eine Klassifikation der r- fachen Punkte gewinnen: wir überlassen dies dem Leser. 
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n" (t ^ 

stimmter Form dar, und hat im aUgemeinen als wahren Wert fc/>-7r^; 

und daher lautet die Gleichung der Tangente in der betrachteten 
Spitze im allgemeinen 

a? — 1(0 y — nih) /^ ßN 

r(to) ^ ii"(*o) ' ^ ^ 

Wäre aher 

reo - • • • = r-*>(«o) - v'Vo) v-^HO - 0, 

so müßte man bzw. als Nenner nehmen |^''^(^o) ^^^ V^^^^ih)' 

183. Der Winkel, der von den beiden Tangenten in den Punkten 
P und Q einer Kurve gebildet wird, gibt uns die Abweichung der 
Kurve von der geraden Richtung auf die Lauge des Bogens PQ. 
Das Verhältnis des Kreisbogens vom Radius 1, der zu jenem Winkel 
gehört, zu dem Bogen PQ der Kurve heißt die mittlere Krümmung 
der Kurve. Wenn Q dem Punkte P unendlich nahe rückt, so strebt 
dieses Verhältnis einem Grenzwerte zu, von dem wir zeigen wollen, 
daß er im allgemeinen endlich und bestimmt ist, und den wir die 
Krümmung der Kurve im Punkte P nennen, um dies zu zeigen, 
nehmen wir an, daß die Kurve F durch die parametrische Dar- 
stellung (1) gegeben sei, und daß auf F außer dem Punkte P mit 
dem Parameter t noch der benachbarte P' mit dem Parameter t + h 
betrachtet werde. Die Tangenten p und p' in P und P' haben dann 
die Gleichungen 

daher ist 



r(t + eh) n'it + ^h) 



worin d und d' zwischen und 1 gelegene Größen bedeuten. Rückt 
nun P' dem P unendlich nahe, so geht der Winkel (pp') in seinen 

Sinus über, während die Strecke PP'^ VlÖf + Ä)-SW+^(^+Ä)-^(0* 

^hVl'it + ÖÄ)*+ V(^ + ^f üi das Differential des Kurvenbogens s 
übergeht; also haben wir für die Grenze A » 

^' {r(Q*+v(o'}* 

Damit ist das Vorhandensein eines solchen Grenzwertes nach- 
gewiesen und zugleich sein Wert gefunden. Der reziproke Wert dieses 
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Ansdraekes heißt der Erfimmungsradius der Enrre im Paukte P; 
bezeichnen wir ihn mit B, so können wir schreiben 

R- "iv,.,'^v:^ ! (17) 






Ans (8) und (17) ei^bt sich dnrdi bloße Vergleichnng, daft m 
einem Wendepunkte der Krttmmnngsradias niendlieli groß ist 

Im Falle die Kurve durch eine Gleichung von der Form y — 9>(a;) 
dargestellt ist, reduziert sich GL (17) auf 



, _ {i+5>)M* _ (1 + j^ . 



V-ix) 



(17-) 



Nehmen wir hingegen als unabhängige Variable die Bogenlänge s, 
80 haben wir 

^^-1, d.h. r(ö«+7(ö'-i 

und Gl. (17) wird dann zu 

i -r(»)-i?» -!"(«)• v(«) (17") 

Ist schließlich F durch die allgemeine Gleichung f(x, y) •— dar- 
gestellt^ so erhält man durch DifiPerentiation nach x 






' dy 



^-f-\.2 
"' dx' + ^ 



dxdy^ ^ dy'^ ^ dy^ "• 



Nimmt man hieraus die Werte Ton y', y" und setzt sie in (17') ein, 
80 erhalt man 

dx' 



n* 



"-m^im- 



dV 



dx 

dy 

VI OJ Q 



dydx 
df 

dx 



dxdy 

dy* 

K 
dy 



(18) 



Aus den obigen Formeln läßt eine wichtige Folgerung ziehen^ 
die sich im folgenden als nützlich erweisen wird. Nehmen wir an^ 
es sei der Krümmungsradius als eine gegebene Funktion der Bogen- 
länge s gegeben; also R^f(s), so behaupten wir, daß dadurch die 
Kurve ihrer Gestalt und GrSße nach gegeben ist. Um dies zu zeigen, 
greifen wir auf (17'') zurück. Der Parameter t ist nun die Bogen- 
länge s und die Funktionen | und r^ drücken die Koordinaten x und 
y aus; wir können daher schreiben 

f/\__ ^^ 
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mdem wir uns vorstelleii; daß x und y Funktionen von s sind, die 
noch zu bestimmen sind. Da nun 



oder 
so wird 

sein. Daher ist 
und folglich 



dx d^x dy d^y ^ 

ds ~d? ' ds * ds* 

dy • d*y 



dx 



m 



d^x^-- 

dx 

dX'ds __ ^ 

d^y d*y d'y 

5«* di« 



v^m 



Setzt man nun -^ ^p^ so ist -^ = ^, und daher wird die 
vorige Gleichung 

da 
oder auch 

^P ^ ds 

und wenn wir integrieren 

'ds 



arcsmi)-,^^^^ 



Setzen wir zur Abkürzung 9? = / ^yr, so ist 9 bis auf eine addi- 
tive Konstante bestimmt, und die gefundene Gleichung liefert uns 

p = sin 9, }/l —p^ = cos 9?, 
und alsdann 

da; = yds^— dy^ = rf5 ]/l — p^= cos 9?(?s, ar = /"sin 9?rf5. 

Wir schließen hieraus 

x^fds-cosff^y y^Jds.sinffl^ ' ' ' (19) 

und diese Formeln geben uns die parametrische Darstellung der Kurve. 
Es ist leicht einzusehen, daß von den drei durch die Integration auf- 
tretenden Konstanten nur die Lage, nicht die Gestalt der erhaltenen 
Kurve abhängt. Damit ist unsere Behauptung bewiesen, und die Kurve 
in ihrer Allgemeinheit individualisiert. 
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% 2. Kurven als Bnveloppen von Geraden. 

184, Wir haben gesehen^ daß; wenn eine Kurve als geometrischer 
Ort von <x>^ Punkten gegeben ist, dadurch eine kontinuierliche Reihe 
von oo^ Geraden bestimmt ist; die alle die Tangenten an die Kurve 
bilden. Man kann diese auffassen als die Verbindungslinien zweier 
aufeinander folgender unendlich naher Punkte der Kurve; infolgedessen 
stellt sich jeder Kurvenpunkt dar als der Schnitt der zugehörigen 
Tangente mit der zunächst folgenden. Jetzt wollen wir umgekehrt in 
einer Ebene eine Reihe von oo^ Geraden betrachten; jede von ihnen 
kann dargestellt werden durch eine lineare Gleichung in kartesischen 
Koordinaten, deren Koeffizienten reelle Größen sein sollen, jedoch nicht 
konstante ; sondern veränderliche , etwa Funktionen der Zeit t oder 
eines anderen Parameters, also 

(p(t}x + t(tyy + x(t)^0 (1) 

Betrachten wir nun die beiden Geraden g und g' dieser Reihe, die 
den benachbarten Werten t und t + h des Parameters entsprechen, also 

9^ityx + t{t}y + x(t)^0 und ip(t + h}x + t(t+h)'y + x(t + h)^0 (2) 

so werden sich diese in einem Punkte schneiden, dessen Koordinaten 
man erhält, wenn man (2) nach x und y auflöst. Subtrahiert man 
die beiden Gleichungen von einander, so wird 

[<pit-h)-q,it)]x + [i,(t + h)~,l,(i)-]i, + \x(t + h)-x(ty\ = 0, 

oder ip'(t + e, hyz + t'(t + e,h}y + xit + e,h) - 0, 

wobei ^ ö^ < 1 (ft =- 1, 8, 8). Läßt man h gegen konvergieren, so 
geht dies Gleichung über in 

q>'(f)-x + t'it)y + x'(t)-0 (3) 

und diese zeigt uns, unter der Annahme, daß die Ableitungen der 
Funktionen % ^, % existieren, daß der Punkt gg', wenn g' sich der g 
unendlich nähert, einer im allgemeinen bestimmten Lage zustrebt, dessen 
Koordinaten man erhält, wenn man die Gleichungen (2) und (3) nach 
X und y auflöst; dieser Punkt heißt der Berührungspunkt der Ge- 
raden g mit seiner Enveloppe. Durch die Elimination entstehen zwei 
Gleichungen vom Typus 

und diese stellen bei Variierung von t eine Kurve als Punktort dar, 
an welche, wie eine leichte Rechnung zeigt, die gegebenen Geraden 
in der Tat Tangenten sind. Somit besteht der zu Anfang dieser Nr. 
aufgestellte Satz zu Recht, daß mit einer' kontinmerlichen Reihe von 
oo^ Geraden eine Reihe von oo^ Punkten verknnpft ist. Man kann 
also jede ebene Kurve von zwei zu einander dualen Gesichtspunkten 
aus betrachten, nämlich als geometrischen Ort ihrer Punkte und als 
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Enveloppd ihrer Tangenten. Infolgedessen stellen sich ihre Eigen- 
schaften paarweise dar; man erhält den Ausdruck der einen^ wenn man 
auf die andere das Prinzip der Dualität in der Ebene anwendet 

Machen wir einige Anwendungen dieser Herleitungsmethode. Einem 
vielfachen Punkte der Kurve- (in welchem sie also mehrere Tangenten 
hat) entspricht eine mehrfache Tangente, d. h. eine Gerade ^ die die 
Kurve in mehreren Punkten berührt; insbesondere entsprechen den 
Knotenpunkten y Spitzen und isolierten Punkten die Doppeltangenten 
mit zwei getrennten reellen Berührungspunkten, mit zwei aufeinander 
folgenden (das sind die Inflexions- oder Wendepunkts-Tangenten) und 
mit zwei imaginären Berührungen. Der Spitze entspricht also die 
Wendetangente, und da diese die Kurve in drei aufeinanderfolgenden 
Punkten schneidet, so kann eine Spitze aufgefaßt werden als Punkt, 
in dem drei aufeinanderfolgende Tangenten sich treffen. Da eine 
Kurve als Punktort im allgemeinen Wendepunkte hat, aber keine viel- 
fachen, so muß eine Enveloppe im allgemeinen auch Spitzen haben, 
aber keine Doppeltangenten, usw. 

185. Bevor wir solche Betrachtungen verlassen, wollen wir noch 
einige nützliche Folgerungen aus dem Vorigen ziehen. Wir nehmen 
wieder die durch 

dargestellte Eurre; die Normale in einem beliebigen Pankte hat die 
Gleichung ^^ _ ^^^^^^^,^^^ _^^_ ^^^^^^^^^^ _ ^ 

Die Enveloppe aller dieser Normalen wird erhalten, wenn wir diese 
Gleichung mit ihrer Ableitung nach t kombinieren, also 

[X - mwit) + [y - vmv"{t) =m'+ m*- 

Man findet hieraus 

als analytische Darstellung für die von den .Normalen eingehüllte 
Kurve, welche die Evolute der gegebenen Kurve heißt, während diese 
die Evolvente der ersteren genannt wird.. Zufolge Gl. (17) kann man 
auch schreiben 

Hieraus folgt: Jedem Punkte P der gegebenen Kurve entspricht 
«in Pnnkt O der Evolute, der auf der entsprechenden Normalen liegt 
in einem Abstände von jenem gleich dem Krümmungsradius. 

heißt das Krümmungszentrum der Kurve in P, und der 
mit OP um beschriebene Kreis der Krümmungs- oder Oskula- 
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tionskreis der Kurve im Punkte P. Für jede Kurve kann man durch 
eine besondere Konstruktion das Krümmungszentrum erhalten. 

I 8. Algebraisohe Kurven. 

186. Laßt sich eine Kurve durch eine algebraische (ganze rationale) 
Gleichung zwischen den kartesischen Koordinaten ihrer Punkte dar- 

^"•°' n^,y)"0 (1) 

so heißt die Kurve algebraisch, im anderen Falle transzendent. 
Im ersten Falle setze man 

X'-vit^u), y^x{t,u) (2) 

wo (p und ^ zwei rationale, im allgemeinen gebrochene Funktionell 
bedeuten. Dann wird die Kurvengleichung (1) zu 

fiv(ff w), Z(^, w)) - 0, oder F{t, u) - 0. 

Hieraus geht hervor: Jede algebraische Kurve kann durch 
zwei Gleichungen von der Form (2) dargestellt werden, wo 
if und X rationale Funktionen der Parameter t, u sind, die 
durch eine Gleichung F{tyU) — miteinander verknüpft sind, 
wo wieder F ein ganzes rationales Polynom ist. Durch Pro- 
jektion ergibt sich hieraus, daß auch die sämtlichen Erzeugenden eines 
algebraischen Kegels einer ebensolchen Darstellung fähig sind. 

Ist die Gleichunff ^/ \ r. 

vom Grade n, so hat diese Zahl eine wichtige geometrische Bedeutung^ 
die leicht nachzuweisen ist Betrachten wir nämlich die Gleichung (4) 
in Nr. 178, so endet sie mit dem Gliede n; d. h. (4) ist eine alge- 
braische Gleichung n-ier Ordnung, hat also n Wurzeln. Daraus fo^: 
r wird von allen Geraden ihrer Ebene in n Punkten geschnitten. 
Man drückt dies so aus, daß man sagt, F ist von der Ordnung n, 
so daß also die Ordnung einer algebraischen Kurve die Anzahl 
der Schnitte bedeutet, die sie mit einer beliebigen Geraden ihrer Ebene 
hat.^) Insbesondere schneidet auch die unendlich ferne Gerade der 
Ebene eine Kurve w*^' Ordnung in n Punkten, die nicht aUe ver- 
schieden und reell zu sein brauchen. Jedem reellen unendlich fernen 
Punkte entspricht ein unendlicher Kurvenzweig. Die Kurve kann auch 
in einem solchen Punkte die unendlich ferne Gerade berühren, oder 
dort eine reelle endliche Tangente haben eine sog. Asymptote; im 
ersten Falle ^haben wir einen parabolischen, im zweiten einen hyperbo- 
lischen Kurvenzweig. 

1) Würde die Gl. (4) in Nr. 178 durch w + 1 Werte von g befriedigt werden, 
80 würde sie sich auf eine Identität reduzieren; g würde dann F in unendlich 
Tielen Punkten schneiden, und daher würde F in die Gerade g und eine Kurve 
(w — 1)*®' Ordnung zerfallen. 
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Wenden wir anf den Begriff der Ordnung das Dnalitätsprinzip 
an^ so können wir sagen: Die Klasse einer algebraischen Kurve ist 
die Zahl der Tangenten, die von einem beliebigen Punkte der Ebene an 
sie gehen. Um zu zeigen, daß diese Zahl bestimmt und endlich ist, 
nehmen wir beliebig einen Punkt 0{a, b) und bezeichnen mit P(x, y) 
einen Punkt der Kurve (2) derart, daß die Tangente in ihm durch 
geht. Alsdann bestehen die Gleichungen: 

die zur Bestimmung der Koordinaten von P dienen können; da diese 
nun ein bestimmtes System algebraischer Gleichungen bilden, so lassen 
sie nur eine endliche, von a und b unabhängige, Zahl von Lösungen zu. 
Somit kann P nur eine endliche Zahl von Lagen haben, und damit ist 
die Zahl der von ausgehenden Tangenten endlich, w. z. b. w. Ord- 
nung und Klasse einer algebraischen Kurve werden durch Projektion 
von einem Punkte aus auf eine Ebene nicht zerstSrt.^) 

Li dem Falle, daß F algebraisch ist, sind auch die GL (1), (6) in 
Nr. 176 beide algebraisch und besitzen eine endliche Zahl von Lö- 
sungen. Folglieh hat eine algebraische Kurve, als geometrischer Ort 
betrachtet, eine endliche Zahl von Wendepunkten; Dual: als Enve- 
loppe betrachtet, hat sie eine endliche Zahl von Spitzen. 

187. Zwei algebraische Kurven von den Ordnungen n^ und n, 
haben im allgemeinen n^* n^ Punkte gemeinsam, indem ihre Glei- 
chungen, wie aus der Algebra bekannt ist, n^- n^ Lösungen zulassen. 
Dual: Zwei algebraische Kurven von der Klasse v^ und v^ haben 
im allgemeinen v^^v^ gemeinsame Tangenten. 

Ordnen wir die Gleichung einer algebraischen Kurve »-ter Ord- 
nung nach fallenden Potenzen der Yariabeln, so erhalten wir ein Re- 
sultat von der Form: 

/; + /;.i + /;., + ...+/i + /i = o; 

darin bedeutet f^ einen Ausdruck von der Form 

a^x"- + a^af-^y + • • • a^^^xy""-^ + a^jf. 
Hieraus geht hervor, daß die linke Seite 

(n+l) + n + (n-l) + .-. + 3 + 2+l=^ ^^ + 'f + ") 

Koeffizienten enthält. Da man nun die Gleichung durch einen kon- 
stanten Faktor (der nicht oder oo ist) dividieren kann, so reduziert 



1) Für die transzendenten Kurven hingegen könnte man nur sagen, daß 
die Anzahl der (reellen) Schnitte mit einer bestimmten Geraden und die Zahl 
der von einem bestimmten Punkte ausgehenden (reellen) Tangenten durch Pro- 
jektion nicht geändert wird. 
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sich diese ZaU auf (^ + ^)(** + ^) _ i « üi? ±i) Konstanten. SoU nun 

der Punkt (o^q, yo) der Kurve angehören, so müssen die Koeffizienten 
von f der linearen Gleichung f{x^y y^ — gehorchen; demnach kann 

man einer derartigen Bedingung im allgemeinen nur ^ ?" ^ Punkte 

unterwerfen, aber nicht mehr. Durch diese gegenseitigen Beziehungen 
werden dann die Koeffizienten in der Regel eindeutig bestimmt sein. 
Folglich ist eine algebraische Kurve von der Ordnung n im allgemeinen 

durch ^^^g ^ (einfache) Punkte, durch die sie hindurchgehen soll, 

bestimmt. Dual: Eine Kurve r-ter Klasse ist durch ^^'^'^ ^ Geraden, 

die sie berfihren soll, im allgemeinen bestimmt. Wir sagen „im all- 
gemeinen^', weil es Ausnahmen gibt: z. B. 5 Punkte bestimmen einen 
Kegelschnitt, jedoch nicht, wenn 4 auf derselben Geraden liegen. 

Da eine Kurve n-ter Ordnung durch '' i — 1 Konstanten 

bestimmt ist, und die Existenz eines r-fachen Punktes T^ Bedin- 

gungen gleichkommt, so muß ^ 'T ^ o "^ 1 ^^^ ^^^ ^*^^' 

lieh r^n. Demnach kann eine algebraische Kurve n-ter Ordnung 
keinen Punkt von größerer Yielfachheit als n haben; und durch 
Anwendung des Dualitätsgesetzes: eine Kurve von der r-ten Klasse 
kann keine Tangente von größerer Yielfachheit als r haben. Jenes 
Maximum wird tatsächlich nur erreicht, wenn (und nur wenn) die 
Kurve in n durch einen Punkt gehende Geraden zerfallt, und dieses 
wenn (und nur wenn) sie aus v auf einer Geraden gelegenen Punkten 
besteht. 

§ 4. Beispiele ebener Kurven. 

18S. Die bisher gemachten allgemeinen Bemerkungen wollen wir 
durch einige Beispiele ebener Kurven illustrieren, die aus verschiedenen 
Gründen bemerkenswert sind, ohne uns bei den Kegelschnitten aufzu- 
halten, deren Kenntnis wir bei dem Leser voraussetzen. Der Kürze 
wegen, werden wir nur einige der bezüglichen Sätze anftihren, indem 
wir es dem Leser überlassen, ihre Richtigkeit nachzuweisen und sie zu 
vervollständigen.^) 

Algebraische Kurven. 

I. Gegeben ein Kreis mit dem Durchmesser 00'= 2a (Fig. 49); 
jede beliebige durch gezogene Gerade g schneidet die in 0' an den 



1) Die Beweise wie andere Beispiele und AnsfGhrungen wird der Leser m 
dem Werke finden: G. Loria, Spezielle dlgebr. und trcmsz. ebene Kurven^ deutsch 
von F. Schütte. IL Aufl. (Leipzig 1910/11). 
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Fig. 49. 



Pig. 60. 



Kreis gezogene Tangente t in einem Pnnkte N und den Kreis zum 
zweiten Mal in M, Man trage auf g von aus das Stück i9P == MN 
ab, dann beschreibt der Punkt P bei Rotation 
von g um eine Linie, die man die Kissoide 
(des Di o kies) nennt. Sie ist algebraisch^ von 
der dritten Ordnung, hat als Spitze, (XX als 
Spitzentangente, t als Wendeasymptote. Nimmt 
^^ man als Anfang, 0(X als Abszissenachse, 
so findet man die Gleichung der Kurve als 

II. Gegeben zwei sich in schnei- 
dende Geraden a, h und ein Punkt A auf a. 
Eine beliebige durch A gezogene Gerade g 
schneide h m B (Fig. 50); der mit OB um B 
beschriebene Kreis schneidet g in P und P', 
und diese Punkte beschreiben bei der Rotation 
von gximA eine algebraische Kurve dritter Ord- 
nung, die man die Strophoide nennt und zwar 
gerade oder schiefe, je nachdem der Winkel ah ^ a ein rechter ist 
oder nicht. A ist ein einfacher, ein Doppelpunkt der Kurve; nimmt 
man A als Anfang, a als a;- Achse, so ist, wenn J. = Z, die Gleichung 
der Kurve 

(rr* + y*)(irsina + ycosa — 2Zsina) -f- P(irsina — ycosa) =» 0. 

III. Gegeben eine Reihe 
von Kreisen, die alle gleich groß 
sind, und ihren Mittelpunkt auf 
einer Geraden g haben; femer 
ein Punkt auf g. Der Ort der 
Berührungspunkte P der von 
an die Kreise gezogenen Tangenten ist eine Kurve vierter Ordnung, 
die Kappa- Kurve genannt. Ihre Polargleichung lautet (» = a*ctg(D 
(Fig. 51> 

IV. Gegeben eine Gerade g und ein fester Punkt im Abstände 
a von gy sowie eine Strecke l (Fig. 52). Auf sämtlichen durch 
gehenden Strahlen t trage man von ihrem Schnittpunkte M mit der g 
aus nach beiden Seiten das Stück MF = l ab. Der Ort der Punkte P 
ist dann eine Kurve vierter Ordnung, welche die Konchoide der Ge- 
raden (oder des Nikomedes) heißt. ist Doppelpunkt, Spitze oder 

isolierter Punkt, je nachdem l^ a ist. (S. in der Fig. 52 die Formen 

a, b, c.) Ist Anfang und g die ^-Achse, so lautet die Gleichung 

{X'-a)\a? + y')^Vx'. . 




Fig. 61. 
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V. Ersetzt man die Gerade g in IV durch 
einen Kreis F mit dem Badins r^ der durch 
den Punkt geht, so erhalt man eine Kur- 
ve, die eine spezielle Konchoide des Kreises 
ist, und ähnlich wie die gemeine Konchoide 
in ihrer Gestalt variiert, je nach dem Ver- 
haltnisse von Z zu r (vgl. Fig. 53). Sie hat 
den Namen Pascalsehe Schnecke erhalten, f&r ^ 
den Fall 2 » r jedoch den Namen Kardloide. 
Ihre Gleichung, sowie ihre Singularitäten ab- 
zuleiten, überlassen 
wir dem Leser. 

VI. Gegeben zwei 

zueinander senkrech- 
te Geraden Ox und 

Oy, sowie auf der 

letzteren ein fester 

Punkt A (Fig. 54); 

eine Strecke MP von 

konstanter Länge h 

bewegt sich so, daß 

der eine Endpunkt 

M die Gerade Oy 

durchläuft und zwar ^' ^ 

derart, daß, wenn N ihr Schnitt mit Ox ist, immer ON^AM bleibt; 
der andere Endpunkt P durchläuft dann eine Kurve, die von dem be- 
rühmten Maler A. Dürer erfunden, und von ihm als Muschellinie be- 
nannt ist. — Bezeichnen wir noch OA mit a, so wird ihre Gleichung 

{xy + 6* - x^^ = (a; + y - a») (a* - x^). 

Sie ist also von der vierten Ordnung, hat zwei auf der Geraden 




Fig. 68. 
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^ + y — ^ liegende Doppelpunkte, von denen der eine auch Spitze oder 
isolierter Punkt sein kann. Die Fig. 54 entspricht dem ersten Falle. 

VU. Bei manchen Fragen aus der Geometrie und der geometrischen 
Optik trifft man auf Kurven, die folgender analytischer Darstellung 
fähig sind 

im Falle fi = fi' sind es Kegelschnitte, jedoch für /i' ^ fi' heißen sie 
Cartesische Ovale und sind von der 4*®^ Ordnung. 

TUE« Eine Strecke von konstanter Länge l durchläuft mit ihren 
Endpunkten zwei aufeinander senkrechte Geraden OX und OY. Sie 
umhüllt dann eine Kurve 6*®' Ord- 
nung, die sogenannte reguläre Astro- 
ide (Fig. 55). Ihre Gleichung lautet 






l 



h 



auf jeder der beiden Geraden hat 
sie zwei Spitzen, mit diesen als Dop- 
pelspitzentangenten. Wie sich die 
Verhältnisse ändern, wenn OX und 
OY nicht mehr senkrecht aufein- 
ander stehen, möge der Leser er- 
mitteln. 




Pig. 65. 



IX« Gegeben zwei Kreise mit 
dem gemeinsamen Zentrum und 
den Radien c, und d<c, ferner ein Punkt G und eine Strecke l (Fig. 56). 
Eine beliebige durch gehende Gerade t schneide die beiden Kreise 
in G und D; die Gerade CG wird von dem um G mit l beschriebenen 
Kreise in zwei Punkten P geschnitten, die, wenn man t variiert, eine 
Kurve sechster Ordnung beschreiben, Kranioide genannt. Ist An- 
fang, Oö die y- Achse, so haben, wenn wir OG mit g bezeichnen, die 
Gerade OG und der um D beschriebene Kreis bzw. die Gleichungen 

(csinq) — g)x — ccoB(p'y + o^-cos^ ^ 0, 

^ + y^ — 2rf(iC cos 9 -f- y sin y) + <? — Z* — 0. 

Durch Elimination von q) aus diesen beiden Gleichungen erhält man 
die Gleichung der Kranioide. — Lassen wir gleichzeitig die Strecken 
d und l unendlich groß werden, so ist OP nichts anderes als das in 
auf dem Radius OG errichtete Lot (s. Fig. 57), und die Kurve wird 
dann von der vierten Ordnung, heißt Capricomoide und hat die Gleichung 



jx^ + y^ — gx)* g*y* 
x* + y^ c* 

Loria-Sohatte: Darstellende Geometrie. II. Bd. 



0. 
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In dem noch spe- 
zielleren Falle g 
— c wird sie zur 
geraden Stropho- 
ide (vgl IT). 

X. Bezeich- 
nen wir mit q^ & 




Fig. 56. 



Fig. 67. 



die Polarkoordinaten eines Punk- 
tes der Ebene^ mit 22 eine belie- 
bige feste Strecke und mit ii eine beliebige reelle Zahl^ so stellt die 
Gleichung p^iJ-sin/i© 




Fig. 58. Fig. 69. 

eine ganze Familie von Kurven dar, genannt Rhodoneen oder Rosen- 
kurven, die alle den Pol als vielfachen Punkt haben, und die alge- 
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braisch oder transzendent sind; jenachdem fi rational ist^ oder nichi 
Ist fi ganzzahlig; so besteht die Kurve aus [i oder 2(i getrennten Blat- 
terU; wie in Fig. 58, welche den Fall fi. » 5 darstellt; ist fi gebrochen^ so 
hat die Kurve verschiedene Formen von denen Fig. 59 den Fall /^ » ^ 
darstellt. Wir empfehlen dem Leser die Kurve för noch andere Werte 
von fi zu zeichnen und zu diskutieren. 

XL In ähnlicher Weise stellen die Kurven Q^B'tg(i(o im Falle, 
daß (i rational ist, algebraische Kurven dar, die eine große Mannig- 
faltigkeit in der Gestalt darbieten, und die Knotenknrven genannt 
werden. Im einfachsten Falle /t — 1 erhalten wir die Kappakurve 
(vgl. Nr. ni), für ft = 2 erhalten wir die Windmfihley die aus vier un- 
endlichen sich im Anfange schneidenden Zügen besteht. 

XII« Haben q, cd, [i dieselbe Bedeutung wie vorhin, und ist e eine 
Konstante, p eine beliebige Strecke, so stellt die Gleichung 



^ 1 -f- ^ cos fiCD 

eine ganze Familie von Kurven dar, die für /it » 1 die Kegelschnitte 
sind, und im allgemeinen Kurven mit fi Bäuchen genannt werden. 
Wenn |e|^l, und nur dann besitzt die Kurve unendliche Zweige. 
Die entsprechenden Kurven zu zeichnen för verschiedene Werte von 

(i, sowie mit der Unterscheidung von |6|^1, möge eine Übung für 

den Leser sein. 

Transzendente Kurven. 

189. I. Bezeichnen wir mit a und b zwei beliebige . Strecken, 

so stellt die Gleichung . ^ 

V » & sin — 
^ a 

die sogenannte Sinaslinie dar. Sie schneidet die o?- Achse in unendlich 
vielen Punkten, nämlich in allen denjenigen, fttr welche x = Jcxa, wo 
Je eine ganze positive oder negative Zahl bedeutet; alle diese Punkte 

sind Wendepunkte. Da sin— ^ 1, so liegen alle Punkte innerhalb 

des von den beiden Geraden y = ± 6 begrenzten Streifens. Die Kurve 

berührt diese beiden Geraden in allen Punkten, für welche a: « i -^ 

ist, usw. — Daß die Kurve y = 6 cos — (Kosinaslinie) mit der vorigen 

identisch ist^ erkennt man daraus, daß bei der Koordinatenverschiebung 

rc =«= — x' die eine Kurve in die andere übergeht. 

II, Die Gleichung 



y = a . e*^ oder x^klg — 

6* 
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stellt eine Exponential- oder logarithmisehe Kurve dar; sie erfreut sich 
der Eigentümliclikeit, daß ihre Subtangente konstant ist (Fig. 60). 

m. Die allereinfachste Glei- 
chung zwischen den Polarkoordina- 
ten Qy CD eines Punktes 

wo a eine Eonstante ist, stellt eine 





Fig. 60. 



Fig. 61. 



Kurve dar^ die Arehimedische Spirale (Fig. 61). Sie geht durch den Pol. 
Für (D =« 2ä haben wir q =-= 2xa — l, und för cd = -r- ist p = tt • 

Nehmen wir im Speziellen Je = 2", so haben wir (> = gn? ^iJid daraus 

ergibt sich eine einfache Art, beliebig viele Punkte der „ersten" Win- 
dung der Kurve zu zeichnen. In ähnlicher Weise lassen sich leicht 
Punkte der zweiten Windung zeichnen, der dritten, usf. Es ist wohl 
zu beachten, daß man, um die Kurve vollständig zu erhalten^ für co 

auch negative Wer- 
te zu nehmen hat; 
dadurch entsteht 
dann ein zweiter 
Zweig der Kurve, 
der symmetrisch 
zum ersten liegt in 
bezug auf die Polar- 
achse^ auf der sich 
auch beide Zweige 
schneiden. 

IV. Transfor- 
miert man die archi- 
medische Spirale durch reziproke Radien, d. h. läßt man dem Punkte 

(p,aj) den Punkt (()j=s— , (o^^an entsprechen, so erhält man die 




Flg. 62. 



Digitized by 



Google 



1. Kap. Ebene Kurven. 
hyperbolische Spirale, deren Gleichung 



85 



(>iOi 



a 



lautet. Sie sagt aus, daß alle Kreisbogen um den Pol, von der Polar- 
achse bis zur Kurve geordnet, gleich lang sind. S. Fig. 62, die auch 
die Gestalt der Kurve wiedergibt. 

V. Gegeben ein Quadrat ÄBCD] um A beschreibe man mit AB 
als Radius einen Kreis (Fig. 63 a) und lasse diesen Radius sich gleich- 
förmig um A drehen, während die Gerade BC sich gleichförmig par- 
allel zu sich selbst verschiebt; die Bewegungen seien derart geregelt, 
daß sie zugleich beginnen, und zugleich in die Lage AD ankommen. 
Der variable Schnittpunkt P dieser beiden Geraden beschreibt dann 
eine Kurve, die wegen ihrer Anwendbarkeit auf die Quadratur des 
Kreises und nach ihrem Erfinder die Qnadratrix des Dinostratns heißt. 
Ist r die Seitenlänge des Quadrates, und sind AB und AD die Ko- 
ordinatachsen, so läßt sich die Kurve darstellen durch 

^=-yctg2^- 

Sie besteht außer aus einem parabelähnlichen Zweige noch aus un- 
zählig vielen Zweigen rechts und links davon, die der Kotangenskurve 

ähnlich sind, wie es die Fig. 63b 
D C C zeigt. 




Fig. 63, a u. b. 



Fig. 64. 



Tl. Ist c eine Strecke, \i eine Konstante, so stellt die Gleichung 

eine Kurve dar, die unendlich oft um den Pol läuft, ohne ihn zu er- 
reichen. Es ist die logarithmische Spirale (Fig. 64), die sich einer 
großen Reihe merkwürdiger Eigenschaften erfreut, insbesondere bildet 
ihre Tangente mit dem Radiusvektor immer denselben Winkel. 
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Vil. Denkt man sich um einen Kreis einen Faden gescUnngen, 
und wickelt diesen ab, so beschreibt ein beliebiger Punkt des Fadens 
die sog. Ereisevolvente (Fig. 65). Man kann 
diese Kurve auch entstanden denken durch Rol- 
len einer Geraden auf einem festen Kreise; dami 
sieht man leichter^ daß sie auf dem Kreise eine 
Spitze haben muß und aus zwei symmetrischen 
Zügen besteht. Sie kann dargestellt werden 

durch 

X ^ a ' cos t + at ' sm i, 

y — a • sin / — a< • cos t. 

Vgl. auch Nr. 184 Schluß. 

TUT. Rollt ein Kreis ohne zu gleiten auf 
einer festen Geraden^ der Basis, so beschreibt 
ein Punkt seiner Ebene eine transzendente Kurve, 
die Zykloide, und zwar einQ gemeine, ver- 
längerte oder verkürzte, jenachdem der Punkt 
auf, außerhalb oder innerhalb der Peripherie liegt. (S. Fig. 66, wo 
0, P, Q die entsprechenden Lagen des Punktes sind.) Es sei C der 
Mittelpunkt des Kreises und etwa P der beschreibende Punkt in seiner 
tiefsten Lage als Anfangslage. Die Basis nehmen wir als :r-Achse, das 
von P darauf gefällte Lot PO (das also durch P hindurchgeht), als 
y- Achse; r sei der Radius des Kreises, d der Abstand des Punktes P 
von C, Sind nun (7, P', 0' die entsprechenden Punkte in einer anderen 




Mg. 




Li^e und berührt der Kreis die Basis jetzt in JK", so ist offenbar, wenn 
N der Fußpunkt des von P' auf CG gefällten Lotes ist, 

arc (XK ^ÖK, x^OK-- G'N, y = F'N+ CK. 

Ist nun -^ O'C'K => y, so ist offenbar 

arc O'K = rtpj 
und 

P'JV = df ; sin (9 — y) « - d-cosy, (7'JV= d- cos (q>-^^ rfsiny, 

und somit ist 

/p = r y — d • sin 9, y = r — d • cos (p, 



Digitized by 



Google 



1. Kap. Ebene Kurven. 



87 



die parametrische Darstellung aller drei Zykloiden. Im Falle der ge- 
meinen Zykloide^ (2 » r^ wird diese zu 

X =» r((p — sin q>\ y — r(l — cos q>). 

Drehen wir die Achsen um einen Winkel X und wählen den Anfangs- 
punkt in geeigneter Weise ^ so können wir die Darstellung auch so 
schreiben: 

X =« dsin^ — ^rcos A, y « c^cos^ — ^r-sinA, 

dsin^ —P'if^ y = dcos^ — g-^. 



oder 



X' 



Dann ist j/p* -f- g* = r, und die Zykloide verlängert, gemein oder ver- 
kürzt, jenachdem j/p* + g^^d. Die verlängerte Zykloide hat unzählige 

Eotenpunkte, die gemeine unzählige Spitzen, die verkürzte unzählige 
Wendepunkte. 

IX. Ersetzt man in dem vorigen Falle die geradlinige Basis 
durch einen Kreis mit dem Radius 22, so entsteht eine algebraische 

öder transzendente Kurve, jenachdem — rational ist oder üicht; die 

entsprechende Kurve heißt Epizykloide oder Hypozykloide, jenachdem 
sich die beiden Kreise von außen oder 
von innen berühren, und verlängerte, ge- 
meine, oder verkürzte, jenachdem der 
beschreibende Punkt außerhalb, auf oder 
innerhalb der Peripherie des rollenden 
Kreises liegt. (S. die Fig. 67, in der 

— =a Y? ^^^ ^^® gemeine Epizykloide 
vollständig gezeichnet ist, die verlängerte 
nur zum Teil punktiert.) Wir behalten 
die vorigen Bezeichnungen bei, nehmen 
aber als Koordinatenanfang den Mittel- 
punkt des festen Kreises, als iC-Achse 
die Gerade, die durch den Berührungs- 
punkt A der beiden Kreise geht, wenn 
diese sich in der Lage befinden, daß der Punkt P auf der Zentrale 00 
liegt. Wir betrachten nun den beweglichen Kreis in einer anderen 
Lage und es seien C, P', Ä die neuen Lagen, während die Berührung 
jetzt in B stattfindet. Dann ist: 

arc AB =« arc J.'jB, 

und wenn wir -^ AOB =^ q), -^ BC'A' ^ ip setzen, 

rip == R(p. 

Nun ist die Projektion von OP' gleich der Projektion von 0(7' plus 
der Projektion von O'P'. Es bildet aber C'P' mit Ox den Winkel 
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9^ ± ^ — 5r, und es ist OC ^^ R^r, jenachdem wir es mit der Epi- 
zjkloide oder Hypozykloide zn tun haben , und somit erhalten wir, 
wenn wir auf beide Achsen projizieren, für die Koordinaten von P\ 
die Gleichungen: 

0? *= (JB ± r) cos 9) T dcos (ip ± tl;\ 

y - (JB ± r) =F Ä sin (9> ± ^), 

wo die unteren Vorzeichen sich auf die Eypo zykloide beziehen. Man 
kann zweckmäßig einen der beiden Winkel, z. B. ^ eliminieren und 
erhält dann die Darstellung aller zykloidischen Eurren bei Variation 
der Größe d als: 

a: — (jR ± r) cos 9 T d • cos ( — =^ qn 

y ■= (^ ± ^) 8111 9 — <^ • si^ ( — ^- 9^) • 

X. Um zahllose andere transzendente Kurven zu erhalten, kann 
man sich der Varignonschen Transformation, bedienen, die in 
folgendem besteht: Es seien f(x,y) «— die Gleichung einer Kurve f, 
und OM «=» X und MP « y die kartesischen Koordinaten eines be- 
liebigen Punktes Ton F. Man beschreibe nun um mit dem Radius a 
einen Kreis, der Ox in Ä schneidet, sowie einen zweiten mit OM, 
Alsdann lasse man dem Punkte P jenen Punkt P' des zweiten Kreises 
entsprechen, daß, wenn L der Endpunkt des Radius OP' ist, sich 
verhalte ^«^ 0^1. 

9 



arcAL MP 

wo h eine gegebene Strecke sei. Durchläuft; nun P die Kurve F, so 

beschreibt P' eine neue Kurve, die im allgemeinen transzendent ist, 

unter Umstanden auch wieder algebraisch sein kann. Sind q, (o die 

Polarkoordinaten von P', wenn Pol und Ox Polarachse ist, so hat 

man offenbar ., , 

X ^ Qy und y «= Ä . 

als analytischen Ausdruck for diese Transformation, und es ist 

die Polargleichung der neuen Kurve T'. So entsteht z. B. aus der Ge- 
raden Äx + By + C ^ die Kurve äq + Bhm + C = 0, welche eine 
archimedische Spirale ist (S. 84); aus der logarithmischen Kurve 

y* « e* die log. Spirale l(o ■= 6* (S. 85), usw. 

§ 5. Graphisohe Kurven und Fehlerkurven. 

190. Bei den Anwendungen, die die darsteUende Geometrie in 
der Kunst und Technik erfährt, kommt es nicht selten vor, daß man 
mit >einer Kurve zu operieren hat, deren analytische Darstellung un- 
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bekannt ist, oder nicht existiert; solche bezeichnet man mit dem Namen 
graphische Kurven. Für solche ist es unmöglich^ mit mathematischer 
Genauigkeit die Tangente in einem Punkte zu konstruieren^ oder wenn 
sie als Enveloppen von Geraden auftreten , den Berührungspunkt der 
Tangente, die Normale oder den Krümmungsradius usw. festzulegen. 
In Ermangelung exakter Methoden muß man daher hier zu gewissen 
Näherungsverfahren seine Zuflucht nehmen, die wenn wir die Nomen- 
klatur von Hachette annehmen, mit dem gemeinsamen Namen Me- 
thode der Fehlerkurven bezeichnet werden. Bevor wir diese dar- 
legen, sei bemerkt, daß das Folgende nicht der theoretischen dar- 
stellenden Geometrie angehört, und daher für denjenigen, den praktische 
Anwendungen nicht interessieren, übergangen werden könnte. 

Aufjgabe I. In einem bestimmten Punkte P einer graphischen 
Kurve die entsprechende Tangente zu konstruieren. 

Auflösung: Man beschreibe um P mit beliebigem Radius einen 
Kreis K (Fig. 68) und betrachte in ihm die Radien PB^, PB^, PB^ . . ., 
die die Kurve F in A^jÄ^, A^.,, schneiden, ^ / 
und trage auf ihnen nach Größe und Rich- 
tung die Strecken ab PC^=- ^i^u -PC, 
= A^B^ ... Der Ort z/ der Punkte C^, 0,, 
Cj..., der die Fehlerkurve heißt, schnei- 
det K in einem Punkte, den wir B nennen, 
insofern er auf K liegt, und C insofern er 
auf A liegt. Diesen Punkt verbinden wir 
mit P, und die Verbindungsgerade g treffe 
r in einem Punkte, den wir A nennen wollen. 
Wegen der Definition von ^ haben wir auch 
dem Sinne nach, PC ^ AB\ nun fällt B mit G zusammen, folglich 
auch A mit P, d. h. g ist Tangente in P an f. — Sollte P ein mehr- 
facher Punkt sein, so führe man die Konstruktion für alle durch P 
gehenden Kurvenzweige aus. Aus der obigen Konstruktion ergibt sich 
auch sogleich die Normale an eine graphische Kurve. 

Aufgabe IL Von einem Punkte P der Ebene an eine graphische 
Kurve die Tangente zu ziehen. 

Auflösung: In den meisten Fällen läßt die bloße Betrachtung 
der Figur einen endlichen Bogen der Kurve erkennen, innerhalb dessen 
der Berührungspunkt der gesuchten 
Tangente fallen muß. 

L Man ziehe durch den Punkt 
P eine beliebige Sekante ^, die den 
endlichen Bogen der Kurve in A und 
B schneidet (s. Fig. 69) und be- 
stimme den Mittelpunkt M dieser Strecke. Bei Variation von t variiert 
auch M und beschreibt einen Kurvenbogen, der den der graphischen 
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Fig. 70. 



Fig. 71. 



Kurve in dem gesuchten Berührungspunkte X trifft. — Dies Verfahren 
hat den Übelstand, daß der Bogen der Hilfskurre ganz auf der einen 
Seite der gegebenen Eunre liegt^ weshalb der Treffpunkt nicht leicht 
und sicher zu finden ist. Diesen Übelstand beseitigt die folgende 
Methode. 

II. Man ziehe durch P wie vorhin eine Transversale t^ die die 
graphische Kurve in Ä und B schneidet, und konstruiert nun über 

AB die gleichseitigen Dreiecke ABM und 
ABN. Dreht man nun t um P, so be- 
schreiben die Punkte M und N eine ,,Fehler- 
kurve" (s. Fig. 70), die den betreffenden 
Kurvenbogen in dem gesuchten Berührungs- 
punkte X der Tan- 
gente schneidet. \ ^ 

III. Man zieht ^ 
durch P eine be- 
liebige Transver- 
sale ty die den Bo- 
gen der graphi- 
schen Kurve in A 
und B trifft, dann 

trägt man nach entgegengesetzten Seiten parallel zu einer festen Rich- 
tung d die Strecken AC und BD ab gleich (oder auch proportional) 
mit der Sehne AB, Dreht sich nun ^ um P (s. Fig. 71), so beschreiben 
die Punkte G und D eine Linie, die Fehlerkurve, die offenbar die 
Kurve in dem gesuchten Berührungspunkte X schneidet. 

Anmerkung: Diese Konstruktionen erfordern keine besonderen 
Modifikationen, wenn der Punkt P im Unendlichen liegt, also kann 
man auch die zu einer bestimmtenRichtung parallele Tangente 
an eine graphische Kurve ziehen. Die letzte Methode ermöglicht auch 
den Berührungspunkt aufzufinden, wenn die Tangente der 
graphischen Kurve gegeben ist. 

Aufgabe III. Von einem Punkte P an eine 
graphische Kurve die Normale zu ziehen. 

Auflösung: Die Untersuchung der Figur 
läßt unschwer den oder die Bogen erkennen^ 
innerhalb deren der Fußpunkt der Normalen zu 
suchen ist. 

I. Methode. Man beschreibe um P als Zen- 
trum mit einem hinlänglich großen Radius einen 
Kreis, der die Kurve in A und B schneidet (s. 
Fig. 72). Man bestimme die Mitte M des Bogens 
AB. Variiert man nun jenen Radius, so beschreibt M eine Kurve, die 
die gegebene in dem gesuchten Fußpunkte X der Normalen trifft. Dies 




Digitized by 



Google 



1. Kap. Ebene Kurven. 



91 




Fig. 78. 



Verfahren hat denselben Übelstand, wie das unter I bei der vorigen 
Aufgabe angegebene. 

IL Methode. Man beginne wie vorhin, trage aber dann (s. Fig. 73) 
auf PA und PB von A und B aus in entgegengesetzten Richtungen 
die Strecken AA^ und BB^ gleich (oder auch pro- 
portional) AB ab. Variiert man jetzt den Radius des 
Kreises um P, so variieren auch A^ und JB,, indem 
sie eine Fehlerkurve beschreiben, die die gegebene in 
dem gesuchten Punkte X trifft. 

III. Methode. Kennt man eine Konstruktion der 
Normale för jeden beliebigen Punkt der Kurve F und 
will die Normale von einem gegebenen Punkte 
P der Ebene haben, so kann man eine andere Fehler- 
kurve d brauchen. Man nehme nämlich einen belie- 
bigen Punkt in der Ebene von F, verbinde ihn mit 
«inem beliebigen Kurvenpunkte M und bestimme den 
Punkt JV, in dem die Gerade OM durch die Parallele geschnitten wird, 
die durch P zu der Normale in M gezogen ist. Bewegt man M 
auf r, so beschreibt N die Kurve z/, deren Schnitt mit F den Fuß- 
punkt der von P gezogenen Normalen liefert. 

Anmerkung: Falls der Punkt P im Unendlichen liegt, läßt sich 
die Aufgabe sofort zuräckfiihren auf die, die Tangente in einer be- 
stimmten Richtung zu finden. 

Aufgabe IV. Für eine graphische Kur- 
ve F den Krümmungskreis in einem ge- 
gebenen Punkte P zu konstruieren. 

Auflösung: Man beginne zunächst 
mit der Konstruktion der Normalen n im 
Punkte P (vgl. Schluß der Aufg. I) und 
betrachte dann die Kurvenpunkte A^,A^.., 
auf der einen Seite von P und B^, B^. . . 
auf der anderen Seite (Fig. 74). Die Mittel- 
senkrechte auf PAi schneidet n in einem 
Punkte A\, der Mittelpunkt eines Kreises 
ist, der P in P berührt und sie in A^ 
schneidet; in gleicher Weise entsprechen 

den Punkten A^^ . . ., B^, -^ . . . die Punkte A\y . . . B\, B\y 

Man errichte nun in diesen Punkten auf der einen Seite von n die 
Senkrechten A\C^^ PA^, A\D^ = PA^, . . und nach der anderen 
Seite B\D\ = Pß[, C\D^ - PB^ . . .. Der geometrische Ort der 
Punkte Ci, G^ , , , D^y D^ . , . ist eine Linie (Fehlerkurve), die n im 
Punkte schneiden möge. Der um mit OP beschriebene Kreis 
berührt nicht nut F in P, sondern schneidet auch von ihr ein Stück 
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ab von der Länge Null. Folglich ist der Krümmungsmittelpunkt 
für P. 

Znr IJbnng: Man konstruiere die gemeinsamen Tangenten zweiei graphi- 
schen Kurven. 

§ 6. Graphische Darstellung der ebenen Kurven, nach den 
Methoden der darsteUenden Geometrie. 

191. I. Nach der Mongeschen Methode. Um eine ebene Eurre F 
zu individualisieren, kann man ihre Ebene T = [fi, ^ angeben und 
eine Projektion, etwa F', die dann entweder vollständig im Grundriß 
gezeichnet ist oder geometrisch definiert. Zu jedem Punkte P' im 
Grundriß kann man dann nach Nr. 16 den Aufriß P" bestimmen; der 
Ort der Punkte P" ist dann die zweite Projektion von F. In derselben 
^ Weise kann man auch, wenn P" gegeben ist und t, zu F' gelangen. 
— Zur Bestimmung von F kann auch eine Projektion (etwa P') ge- 
geben sein, und drei Punkte von der anderen Projektion; weitere 
Punkte lassen sich dann nach dem in Nr. 26 angegebenen Verfahren 
auffinden. 

Die Tangente an die Kurve im Punkte P hat natürlich zu Pro- 
jektionen die Tangente von F' in P', bzw. von P" in P". 

Eine beliebige Ebene cr = [5i, Sg] schneidet die Kurve in einer 
Gruppe von Punkten; um diese zu finden konstruiere man die Gerade 
r = (TT. / schneidet P' in den Horizontalprojektionen jener Punkte, 
aus denen sich die Vertikalprojektionen ergeben. 

In ähnlicher Weise wird eine Gerade ? = (?', Z") von einer ge- 
wissen Gruppe von Tangenten getroflfen. Um diese zu finden, braucht 
man nur den Punkt i = Zx zu konstruieren; die von L' an P' ge- 
zogenen Tangenten sind die ersten Projektionen der gesuchten Linien, 
die zweiten ergeben sich leicht. 

II. Nach der Methode der Zentralprojektion. In diesem Falle ist 
die bequemste Art die Kurve festzulegen, die, daß man ihre Projek- 
tion P' und ihre Ebene x = [tV] angibt, dadurch ist, wie sich aus 
Nr. 56 ergibt, jeder Punkt P von P völlig bestimmt, ebenso die zu- 
gehörige Tangente, indem sie in x liegen und die Tangente von P" 
in P' zur Projektion haben muß. Die Schnittpunkte der Kurve mit 
einer anderen beliebigen Ebene, sowie die von der Kurve an eine ge- 
gebene Gerade gehenden Tangenten, ergeben sich in ähnlicher Weise 
wie vorhin. 

III. Nach der Methode der kotierten Ebenen. Um eine Kurve 
nach dieser Methode festzulegen, kann man ihre Projektion angeben, 
sowie die Ebene der Kurve durch ihre Neigungsskala bestimmen. Statt 
der letzteren kann man auch drei Punkte der Kurve durch ihre Koten 
angeben, wodurch ebenfalls ihre Ebene bestimmt ist (vgl. Nr. 99 u. 97). 
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Welches nun aucli die Darstellungsmethode sei^ in allen Fällen 
wird man die wahre Gestalt und Größe der Kurve erhalten, wenn 
man ihre Ebene in die Projektionsebene umlegt. 

Zur Übnng^: I. Ein Kreis mit dem Radius r berührt alle drei Ebenen eines 
Mongeschen Systems in Punkten, die gleichweit von den Achsen entfernt sind. 
Welches sind seine Projektionen? — II. Welches ist die Zentralprojektion einer 
Kissoide, deren Spitze im Projektionszentrum, deren Wendeasymptote in der Ver- 
Bchwindungsebene liegt? — III« Projiziere eine Sinuslinie auf eine zu ihrer 
Ebene senkrechte Ebene, die durch die a;-Achse geht, wenn das Zentrum in einer 
dazu senkrechten durch die j^-Achse gehenden Ebene liegt. -»- IT« Die Projektion 
einer Kurve sei eine Archimedische Spirale q =aa); der Anfang habe die Kote 0, 
der Schnitt der Polarachse mit der ersten Windung die Kote a, der dazu senk- 
rechte Vektor schneide die erste Windung in einem Punkte mit der Kote 2a. 
Wie sieht die ursprüngliche Kurve aus? 



Zweites Kapitel. 
Bänmkurven im allgemeinen. 

8 1. Kurven als geometnsolie Örter von Funkten. 

192. Bewegt sich ein Punkt im Räume nach einem bestimmten 
Gesetze, indem er dabei cx>^ verschiedene Lagen einnimmt, so ist der 
Ort der von ihm eingenommenen Lagen im allgemeinen eine krumme, 
und nicht ganz einer Ebene angehörende Linie, man nennt sie eine 
Baumkurve oder Kurve doppelter Krümmung. 

Wir wollen eine derartige Kurve mit f bezeichnen und ein be- 
liebiges kartesisches rechtwinkliges Koordinatensystem nehmen; sind 
dann x, y, e die Koordinaten eines beliebigen Punktes von Tj so sind 
Xy y, e nicht konstante, sondern etwa mit der Zeit t variable Größen, 
also Funktionen von ty was wir in der Symbolik der Analysis da- 
durch ausdrücken, daß wir schreiben 

x-m, y-vii), '>-m- ..... (i) 

In diese Gleichungen können wir statt t auch eine andere unabhängige 
Variable t einfuhren, die mit t durch eine Beziehung wie 

t~ip(r) 

verknüpft ist. Dann werden die Gl. (I) zu 

x='^((p{r)), y^vivit)), ^^t((p{t)), 
oder kürzer: 

x^l(r), y=-n{r), ^-gW, 

wo die I, 7iy \ Symbole von drei neuen Punktionen sind. Da diese Glei- 
chungen von derselben Form sind wie (1), so folgt daraus, daß 1. es 
nicht nötig ist, daß in Gl. (1) die Zeit die unabhängige Variable sei, 
2. aus einer analytischen Darstellung vom Typus (1) sich unzählige 
andere ergeben, indem man irgend eine Vertanschung der unabhäi^gen 
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Variablen Tomimmt. Diese Variable, darch deren Funktion die Ko- 
ordinaten der Ennrenpunkte ausgedrückt werden, hat auch im Baume 
den Namen Parameter erhalten, und die analytische Darstellung Yom 
Typus (1) heifit parametrische Darstellung, umgekehrt: nimmt 
man beliebig drei Gleichungen vom Typus (1), so wird dadurch eine 
Eurre im Räume bestimmt. Je zwei der Gleichungen (1) zu- 
sammengenommen stellen dann nach Nr. 177 die Projektionen 
der Raumkurye auf die Eoordinatebenen dar. 

Die Allgemeinheit der Funktionen, |, iy, g wollen wir dahin be- 
schranken, dafi ihre Eoeffizienten reelle Zahlen seien, und dafi sie im 
allgemeinen stetig seien, und Ableitungen der betrachteten Ordnungen 
für alle Werte der Variablen, die in die Rechnung eintreten, haben. 

Wir betrachten zugleich mit F eine Ebene ;r, deren Gleichung 

Äx + By + C0 + D^O 

sein möge, und woUen untersuchen, ob es Punkte gibt, die f mit 
dieser gemeinsam hat. Solche entsprechen offenbar jenen Werten des 
Parameters t, für die 

^.|(0 + -B-i?(0 + C.g(0 + D«O .... (2) 

Da diese Gleichung im allgemeinen eine bestimmte Gruppe von Wurzeln 
hat, so sieht man, daß es auch im allgemeinen eine bestimmte diskrete 
Gruppe J) von Schnittpunkten der f mit 7t gibt. Es kann allerdings 
auch eintreten, dafi (2) identisch befriedigt wird; alsdann liegt die 
Eurve T in der Ebene jt. Folglich ist die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, daß die Eurve (1) eben sei, die, daß es 
vier Eonstanten A, B, C, D gibt, von der Beschaffenheit, daß (2) 
identisch (in bezug auf t) befriedigt wird. 
Zum Beispiel: Man zeige, daß die Kurve 

eben ist, gleichgültig welche Werte auch die a^ ,.. (2, haben, und beBtimme 
ihre Ebene. 

Bezeichnen wir mit ds den unendlich kleinen Bogen zwischen 
den Punkten mit den Parametern t und t + dty so haben wir nach 
bekannten Formeln aus der analytischen Geometrie 

ds* - dx* + dy* + dz* = [f(tf + ?^' + r (Ö*] dt\ 
oder , ^ —— ^___ 

Wenn wir daher als Parameter t die Bogenlänge s selber nehmen, so 



1) Die Elemente einer diskreten Gruppe entprechen den Wurzeln einer 
algebraischen oder transzendenten bestimmten Gleichung. 
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ds 
wird ^ "^ 1; und alsdann identisch in bezug auf t 

im vorliegenden Falle genügen auß«: dieser Identität die Punktionen 
I, Tj, g auch allen denjenigen, die sich hieraus durch Differentiation 
nach t = s ergeben, z. B. g'|" + ly'V + gT = 0, usw. 

198, Wir betrachten jetzt auf T die beiden Punkte P und Q 
mit den Parametern t^ und ^j. Die sie verbindende Gerade heißt eine 
Sehne der Raumkurve, und sie hat, wenn x, y, z die laufenden Koordi- 
naten sind, die Gleichungen 

Setzen wir voraus, daß in ihr x, y, is gegeben seien, so lassen 
sich aus ihr t^ und t^ bestimmen, und das zeigt uns, daß im all- 
gemeinen durch jeden Punkt des Raumes eine diskrete Gruppe von 
Sehnen der Ranmkurve hindurchgehen. Infolge der Annahme über 
die Funktionen |, iy, g werden die Lösungen der Gl. (3) reeU oder 
paarweise konjugiert imaginär sein; den ersteren entsprechen reelle 
Sehnen von f, den letzteren ideelle Sehnen, d. h. Sehnen die nicht 
in reellen Punkten die V treffen. Ausnahmsweise kann es auch vor- 
kommen, daß zwei verschiedene Werte von t^ und t^ des Parameters t 
zu demselben Kurvenpunkte führen; dann wird sein 

l(<i)-l(^o), nih)-n(t,), iik)-m, 

während <i + ^o? ^ diesem Falle werden die Gleichungen (3) identisch 
befriedigt, und jener Punkt heißt ein Doppelpunkt der Raum- 
kurve. Allgemeiner: wenn r Werte des Parameters, den Funktionen 
I, iy, i denselben Wert geben, so haben wir es mit einem vielfachen 
(r- fachen) Punkte zu tun. 

Verfahren wir ähnlich, wie wir es (Nr. 180) in der Ebene getan 
haben, halten den Punkt P fest und lassen den Punkt Q sich ihm 
unendlich nähern und sehen zu, ob dann die Gerade PQ einer be- 
stimmten Lage zustrebt. Wir setzen zu diesem Zwecke t^^t^ + h, 
wo h eine Größe ist, die wir nach Null hin konvergieren lassen. 
Da nun 

1(^0 + Ä) - i(g = Ar (<o + »lÄ), ^(^0 + Ä) - ^(^o) - Wik + ^2*). 
t{t,+ h)--t{t,)^ht(t,+ e,h), (4) 

wo die Zahlen zwischen und 1 sind, so kann man die Gl. (3) 
auch schreiben als 

r(*o+ö,Ä) v(*o+ö,Ä) r(*o+ö,Ä)' 

und folglich wird für den Grenzwert Ä = 
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«-!(*.) y-n(.h) ^-g(<.) 



(5) 



oder auch 



=-0; 



!'(«.) »)'(*.) fC«.) 

a^-KO y-v{to) «-5(<o) 

i'(0 v(<o) reo 

Da nun die Existenz der Ableitungen yon ^, % g vorausgesetzt 
ist, so strebt die Gerade PQ im allgemeinen einer bestimmten Lage 
zu und heißt dann die Tangente in dem betreffenden Kuryenpunkte. 
Dieser Schluß scheint hinfällig zu werden, wenn für i ^t^ zu gleicher 
Zeit die drei Ableitungen yon S, 17, £ verschwinden. Um zu sehen, 
was dann eintritt, wollen wir, ganz allgemein vorgehend, annehmen, 
daß für ^ = #0 alle Ableitungen der Punktionen |, iy, g bis zur (r — 1)*®" 
zu NuU werden, jedoch nicht alle r*®" Ableitungen.^) Alsdann bestehen 
an Stelle von (4) die Gleichungen 

woraus sich beim Übergang zur Grenze ergibt, daß auch in diesem 
Falle die Tangente existiert, aber die Gleichungen hat 

jg-IW _ y-n%) _ g-g(«.) 



oder 



P'«,) 



n^Kh) 



(5') 



x-%{Q, y-v{to)> ^-g(0 

r>(<o) rf-KQ mo) 



0. 



Die Gleichungen (5) oder (5') 'können auch dazu dienen, die 
Tangenten an die Terschiedenen Eurvenzweige, die durch einen riel- 
fachen Punkt der Kurve gehen, zu bestimmen. 

Ist ^0 der Parameter desjenigen Eurrenpunktes, dessen zugehörige 
Tangente die Gerade mit den Koordinaten ^jj, . . .i),4*) trifft, so be- 
steht die Gleichung 

Pu P34. Psi 

m V{to) m -Pn^'{to)+PnV'(to)+Pi,tiQ.- - («) 

reg vVo) rw 

Da dieses eine bestimmte Gleichung für t^ ist, so folgt daraus, daß 

1) Es ist leicht zu sehen, daß r eine endliche Zahl ist, wenn |, ?}, i keine 
Konstanten sind. 

2) Wie bekannt, sind diese Größen den Determinanten proportional, die ans 
folgender Matrix entstehen 

«1 yt ^1 1 r 

^0 i^iVii^t) (^»yjt^j) *^öi Punkte der Geraden sind. 
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die Tangenten einer Ranmknrve, welche eine gegebene Gerade des 
Raumes treffen, eine diskrete Gruppe bilden. 

194. Die im Vorigen angestellten Betrachtungen sind augen- 
scheinlich eine Erweiterung der früher über die ebenen Kurven und 
ihre Tangenten gemachten Bemerkungen. Die folgenden Betrachtungen 
aber^ die auf der Räumlichkeit der Kurven, darauf daß sie nicht eben 
sind^ beruhen, haben keine Analogien mit dem Früheren. 

Wir betrachten das Ebenenbüschel, das die Tangente p im Punkte 
JP mit dem Parameter t^ als Achse hat. Jede seiner Ebenen nennt man 
eine Berührungsebene der Kurvd, und diese kann als durch die Ge- 
rade p und einen beliebigen Kurvenpunkt Q bestimmt angesehen wer- 
den. Stellen wir uns vor, daß auch Q auf der Kurve liege und sich 
auf dieser bewegend dem Punkte P unendlich nähere: wird alsdann die 
Ebene pQ einer bestimmten Grenzlage zustreben? Um diese Frage 
zu beantworten, nehmen wir die Gl. (5) der Tangente in dem Punkte 
P der betrachteten Kurve. Die Koordinaten eines beliebigen von P 
verschiedenen Punktes iJ dieser Tangente haben einen Ausdruck von 
folgender Form 

wo p + ist. 

Die durch P, It und den Kurrenpunkt Q mit dem Parameter 
tf^-\-h gehende Berührungsebene hat die G^leichung: 



X y e \ 

l(<«) nih) m 1 



-0 



oiier, nachdem wir den Faktor q + beseitigt haben 

«-1(0 y-vito) "-m 

r(<o) VW reg 

W,+^)-%{Q-H'{t\ v(to+h)-v{Q-hri\t\ t(to+h)tit,)-hato) 

Nun ist 

l(<0 + Ä) = Kto) + H'iQ + I* r'(<« + «!*), 

wo < öl < 1, daher 

1(^0 + Ä) - m - H'iQ = 1 r'(<o + öiÄ); 

für ri und g bestehen ebensolche Beziehungen. Daher kann die vorige 
Gleichung nach Tilgung des Faktors ^ auch geschrieben werden als 

Loria-Sohfltte: Dantellende Geometrie. U. Bd. 7 



= 0. 
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0. 



(7) 



«-l(<o) y-n{Q e-iik) 

reg Vit,) r(<o) =o. 

Lassen wir nun ä auf zustreben, also den Punkt Q auf den Punkt P, 
so geht diese Gleichung über in 

^-1{Q y-vito) "-m I 

reo v(0 r(<o) 
reg n"(to) reg 

Da nun dieses eine im allgemeinen bestimmte Gleichung ist^ so 
stellt sie eine yollständig bestimmte Ebene dar; die fragliche Gh*enz- 
lage existiert daher tatsächlich, und die durch (7) dargestellte Ebene 
heißt die Schmiegungs- (oder Oskulations-)Ebene der Kurve 
im Punkte mit dem Parameter t^. 

Wenn man in GL (7) rr, y, als bekannt ansieht und t^ als gesucht, 
so kann sie dazu dienen, diejenigen Schmiegungsebenen der Kurve zu 
bestimmen, die durch den Punkt mit den Koordinaten Xy y, e gehen; 
es folgt hieraus, daß durch jeden Punkt des Raumes im sdlgemeinen 
eine diskrete Gruppe von Schmiegungsebenen an eine beliebige Ranm- 
kupve gehen. 

Anmerkung L Der Abstand S des Punktes M mit den Koordi- 
naten Xy y, z von der Ebene (6) wird bekanntlich gegeben durch 

*-K««) y-n{to) "-m 

reg vVo) r(^o) 
r'(g v'(g reg 

wo der Kürze wegen 



D 



.-V 



i'{t,) veg re«o) 
reg veg i\Q 

gesetzt wurde. 

Nehmen wir insbesondere an, daß M ein dem Kurvenpunkte P 
benachbarter Punkt sei, etwa der dem Parameterwerte t^ + h ent- 
sprechende, so erhalten wir seinen Abstand von der Ebene, wenn wir 
in den obigen Ausdrücken statt x, y, setzen 5(^o + *)? ^Oo + *)^ 
5(^0 + '*)• Setzen wir nun an Stelle dieser Ausdrücke ihre Entwick- 
lungen nach steigenden Potenzen von h und machen in den Resultaten 
einige leichtere Reduktionen, so erhalten wir 

^{Q v'iQ ^(to) 

reg veg reg + , 

r"eg v"eg nto) 

wobei die nicht ausgeführten Glieder als Faktoren höhere als die dritte 
Potenz von h enthalten. Ist nun h sehr klein, so ist das Vorzeichen 
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von d dasselbe wie Yon h^, also auch wie Yon h\ wenn demnach h 
sein Vorzeichen wechselt, so tut es auch d. Hieraus folgt, daß die 
Punkte der Kurve, die sich in der Umgebung von P befinden, teils 
auf der einen, teils auf der anderen Seite der Schmiegungsebene be- 
finden; mit anderen Worten: Die Schmiegungsebene fiberschneidet 
die Kurve (im Gegensatz zur Tangente einer ebenen Kurve, bei der 
im allgemeinen alle Punkte in der Nähe des Berührungspunktes auf 
derselben Seite der Tangente liegen; vgL Nr. 179). 

Anmerkung n. Identisch wird die Gl. (7) fär solche (exzeptionelle) 
Punkte, för welche 

r(g vVo) r(<o) 
rw v"(to) reg 

Eine Linie, bei welcher in jedem Punkte die Schmiegungsebene 
unbestimmt ist, muß eine Gerade sein; in der Tat, wenn für alle 
Werte von t 



0. 



^ 

r 



5_ 
n 



r 



folglich 



ist, und man bezeichnet den gemeinsamen Wert dieser Verhältnisse 
mit ^, wo 9 eine Funktion von t ist, so hat man 

r'p'-iv'^o, r,"Q'-ri'9"~o, rv-rp"-o, 

oder 

±m^o ^(^')^o ^m^O' 

r=ap', i?'=6p; t-cQ, 

wo a, b, e drei Konstanten sind. Integriert man von neuem, so be- 
kommt man 

I — ap + «oj V = ^Q + K 5 -= ^9 + ^07 

wo a^jh^f Cq neue Konstanten sind. Die fragliche Linie hat also folgende 
parametrische Darstellung 

ist also eine Gerade, wie behauptet war. 

Anmerkung III. Es kann der Fall eintreten, daß für einen Punkt P 
alle Ableitungen der Funktionen |, iy, g bis zur r*^ verschwinden, 
also die !*•, 2*«, 3*® . . . (r — 1)*«, iiicht aber alle die f*^, femer wohl 
alle die (r + 1)^, (r + 2)*« . . . (r + s ~ 1)*«^ nicht aber aUe (r + 5)*^; 
dann ergibt sich, durch eine den früheren ähnliche Überlegung , daß 
nun die Schmiegungsebene dargestellt wird durch 

^-K^o) y-vito) ^-m 
r>(g V>(0 ^%Q «0, ... (70 

r+'>(g v^'-^m g('-+')(g 
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Anmerkniig lY. Ein unendlich ferner Punkt einer Raumkurve 
wird im allgemeinen eine bestimmte Tangente und eine bestimmte 
Schmiegungsebene haben; nun können drei Fälle eintreten: 1. Sowohl 
diese Gerade als auch jene Ebene liegen im Endlichen. 2. Die Tangente 
liegt im Unendlichen^ nicht aber die Schmiegungsebene. 3. Beide Ele- 
mente liegen im Unendlichen. Somit erhalten wir drei Arten unend- 
licher Zweige der Raumkurven, die wir bzw. bezeichnen als hyper- 
bolische, parabolisch-hyperbolische, und als parabolische 
Zweige. 

196. Die Schmiegungsebene in einem Punkte {t^) an eine Kurve 
r kann auch definiert werden als eine solche Ebene, die F in drei, 
in jenen Punkt zusammenfallenden Punkten schneidet. Nämlich, ist 

Ä[x - 1(0] + B{y- Vit,)-] + C[g - g(<o)] - 
die Gleichung einer durch jenen Punkt gehenden Ebene, so muß wegen 
der genannten Bedingung sein 

A^%) 4- -BV(<o) + Cr(0 - 0, und AX\t^ + Br{\t^ + CX\i^ - 0. 
Eliminieren wir hieraus -4, JB, C, so gelangen wir wieder auf 61. (7), 
womit die Behauptung bewiesen ist. — Man kann aber auch fragen, 
ob es Ebenen gibt, die in einem Punkte t^t^ vier zusammenfallende 
Schnitte mit F haben; in diesem Falle muß noch sein 

^r(g + 5V"(0 + cra)=o. 

Damit nun die drei Gleichungen zugleich bestehen können, muß sein 

reg V(g rcgi 

rw v'(<o) r(<o)i = o (8) 

reo v"(<«) rcgi 

Aus dieser Gleichung für i^ lassen sich die Parameter zur Ber 
Stimmung derjenigen Punkte finden, für die jene Bedingung zutrifft. 
Diese heißen dann stationäre oder Stillstands-Punkte, die ent- 
sprechenden Oskulationsebenen ebenfalls stationäre oder Stillstands- 
Ebenen, sie sind die Analoga zu den Wendepunkten einer ebenen 
Kurve. Es ergibt die Gleichung (8), daß eine Raumkurve im allge- 
meinen eine diskrete Gruppe von Stillstandspunkten (bzw. Ebenen) hat. 

196. Ebenso wie bei den ebenen Kurven (vgl. Nr. 183) so gibt 
auch bei einer Raumkurve F der von den Tangenten in den End- 
punkten P und Q eines Bogens gebildete Winkel, die Ablenkung der 
Kurve von der geraden Richtung auf die Länge dieses Bogens an. 
Das Verhältnis zwischen dem Bogen eines größten Kreises der Kugel 
vom Radius 1, der zwischen den zu jenen Tangenten parallelen Radien 
liegt, und dem Bogen T?Q der Kurve F heißt die mittlere Krüm- 
mung der Kurve. Nähert sich nun der Endpunkt Q dem Punkte P 
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bis auf eine unendlich kleine Entfernung^ so strebt dies Verhältnis 

einem^ im allgemeinen bestimmten und endlichen Grenzwerte za, der 
die (erste)^) Krümmung der Kurve im Punkte P heißt, und dessen 
reziproker Wert der Krümmungsradius ist. Um die Existenz dieses 
Grenzwertes nachzuweisen und rechnerisch zu bestimmen, dient ein 
dem in Nr. 183 ähnliches Verfahren. Bezeichnen wir den Wert mit 



-^, so findet sich 



1 y rw n'(f) rw 



1 



y[[r(Q'+V(t)'+r(«)T [r(o'+»>"ffi'+r(t)'] - [r«)r'«)+^'(o»i"w+ {r( orffi]*] 

ein Aasdrnck, dessen Analogie mit dem yon (17) in Nr. 181 offenbar 
ist. Nimmt man insbesondere die Bogenlänge $ als Parameter, so ist, 
weil dann (TgL Nr. 190) identisch 



und demzufolge 
und daher 



8 2. Einhüllende von cx>^ Ebenen. 

197. Wir haben gesehen^ daß wenn eine Kurve im Räume als 
Kontinuum von oo^ Punkten gegeben ist, dadurch 1) oo^ Geraden be- 
stimmt sind, nämlich die Tangenten dieser Kurve und 2) eine Reihe 
von oo^ Ebenen, nämlich die Schmiegungsebenen der Kurve. Jede 
Tangente kann als Verbindungslinie zweier unmittelbar aufeinander- 
folgender Punkte, jede Schmiegungsebene als Verbindungsebene (zweier 
unmittelbar aufeinanderfolgender Tangenten, oder) dreier unendlich 
naher Punkte der Kurve aufgefaßt werden. Daher schneiden sich zwei 
aufeinanderfolgende Schmiegungsebenen in einer Tangente, und drei 
solche in einem Punkte der Kurve. Läßt sich nun dieses Gebilde, das 
aus <x>^ Punkten besteht, cx>^ Geraden und oo^ Ebenen liefert, nicht 
auch entstanden denken, indem man umgekehrt von einer stetigen 
Folge von cx>^ Ebenen ausgeht? — Um diese Frage zu beanworten, die 
offenbar analog der in Nr. 184 behandelten ist, beachten wir, daß eine 
derartige Ebenen-Folge immer durch eine Gleichung folgender Art dar- 
gestellt werden kann: 

1) Zum Unterschied von der zweiten Krümmung oder Torsion, worüber 
wir aber nicht sprechen werden. 
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^ 'q>(t)'X + t(t)'y + x(t)'g+a>{t)^0 . . . (10) 

wo q), 7i)j X, o vier gegebene Funktionen der unabhängigen Variablen 
t (des Parameters) bedeuten. Wir betrachten nun die Lagen üCq und n^ 
der beweglichen Ebene, die den Werten ^^ und t^^ + h des Parameters t 
entsprechen; die Gerade, in der sie sich schneiden, wird dann durch 
das System der beiden Gleichungen 

9 C<o) • « + Hto)y + z(0 • « + «(0 - 0, 

dargestellt. Nehmen wir nun an, daß h eine sehr kleine Größe sei, 
und $1, Of, 0f, 0^ Größen seien zwischen und 1 gelegen, so ist 

g>(<„ + Ä) = if^Q + hif'{% + eji), t{t^ + Ä) =. ^(g + Ä^'(«o + Ö,Ä) 

z(^o + Ä) = zito) + H'ito + W, <*o + Ä) =- "(O + Ä« («0 + e,hy, 

folglich wird die zweite der beiden vorigen Gleichungen zu 

[y (O ■x + rl,{to)-y + xit,) ' g + a)(0] 
+ Kf'Sto + öiÄ) • X + V-'C^o + Ö,A) • y + x{to + ÖjÄ) • " + o>'{to+ Ö^Ä)]-0, 
und wegen der ersten jener Gleichungen ist 

Wenn nun h gegen NuU konrergiert, mit anderen Worten, wenn x^ 
sich der »„ imendlich nähert, so geht die Gerade x^a^ über in die 
durch die beiden folgenden Gleichungen dargestellte 

Vito) •x + i,it,)-y + xiQ . z + o(g - 0, 
(p'(g • X + v'(<o) • y + z'(<o) • « + fi>'(*o) 

Bei Variation von t^ stellt dieses Gleichungspaar eine Reihe von 
cx>^ Geraden dar, von denen jede — aus einem Grunde den wir in 
Kap. IV des folgenden Buches erkennen werden — die Berührungs- 
gerade der Ebene {t^ der Folge (10) mit ihrer eigenen Einhüllenden 
genannt wird. — Wir betrachten nun den Punkt P, in welchem die 
durch (11) dargestellte Gerade g von der Ebene it^ geschnitten wird, 
die in jener Folge dem Parameter ^ «= <^ + ä entspricht; die Koordi- 
naten jenes Punktes erhalten wir, wenn wir das System der Gleichungen 
gebildet aus (11) und der folgenden nach a?, y, z auflösen, nämlich 

<)p(^o + A) -a; + V'(<o+ *) -y + l^k + Ä) .;er +©(/!, + Ä) =- 0. 
Nehmen wir an, daß % sehr klein ist, so können wir diese ersetzen durch 

[<)p(0-a;+ ^a)y + z(g*+ oj(<o)] + Ary'(0-^+^'(0-y +z'(«o>«+ß>'(0] 

oder, wenn wir die Gl. (11) berücksichtigen: 

f'W + <»i*)» + i?'\h + <»«A)y + i'% + %^)» + «»"Co + ^*S) - 0. 



\\. ■ (») 
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Lassen wir nun die Größe h gegen Null konvergieren^ so erhält 
der Punkt yt^g eine im allgemeinen bestimmte und einzige Lage, näm- 
lich die des Punktes^ dessen Koordinaten man durch Auflösung des 
Systems der drei Gleichungen 

<)p(g-^ + HQ-y + z(0-^ + <o{t,) - 0, 

¥(toy^ + t\t,yy+xW'^+^\Q -o,\ . . (12) 

9"(0-^ + r(to>y+f(t,y^ + ^'V,) = 0, J 

erhält. Nun nimmt mit Variation von ^^ der Punkt eine Reihe von 
oo^ Lagen an^ deren geometrischer Ort eine Kurve ist, deren para- 
metrische Darstellung durch Auflösung der Gl. (12) nach x, y, e sich 
ergibt, und an die die Geraden (11) Tangenten, und die Ebenen (10) 
Schmiegungsebenen sind. Dies ließe sich auch durch eine Rechnung 
zeigen, die wir der Kürze wegen unterdrücken wollen. — Lidem wir 
so den umgekehrten Weg wie früher eingeschlagen haben, sind wir 
von neuem zu dem System bestehend aus cx>^ Punkten, oo^ Geraden, 
cx>^ Ebenen gelangt, das wir vorhin untersucht haben. Dies System 
ist daher zu sich selber dual, und daher entsprechen sich seine de- 
skriptiven Eigenschaften und seine Elemente paarweise nach dem Ge- 
setze der Dualität im Räume, z. B. den vielfachen Punkten entsprechen 
vielfache Schmiegungsebenen usw. 

Die cx)^ Punkte der oo^ Geraden des Systems bilden eine ab- 
wickelbare Fläche, für welche, wie wir später sehen werden, 
die Ebenen des Systems Berührungsebeaen sind. Die gegebene Kurve 
bildet für die Flä(5he eine sog. Rückkehrkante; weshalb sie so heißt, 
ergibt sich aus folgenden Bemerkungen: Wir schneiden die abwickel- 
bare Fläche mit einer beliebigen Ebene ;r, die Schnittkurve Z wird 
umhüllt von den cx>^ Geraden, in denen die n die Ebenen des Systems 
schneidet. Der Kurve 2 gehören insbesondere auch die Punkte an, 
in denen die ursprüngliche Kurve F die % schneidet. Es sei nun P 
ein solcher Punkt: insofern er der Kurve V angehört, ist er der Schnitt- 
punkt dreier aufeinanderfolgender Schmiegungsebenen; insofern er da- 
gegen der Kurve Z angehört, gehen durch ihn drei aufeinanderfolgende 
Tangenten dieser Kurve, also dürfen wir schließen (vgl. Nr. 184), daß 
P ein Rückkehrpunkt der Kurve Z ist. Wir sehen also, daß alle Punkte P 
der Kurve V für alle, in den durch sie hindurchgehenden Ebenen liegen- 
den Schnittkurven der abwickelbaren Fläche Rückkehrpunkte sind, und 
somit verdient V den Namen „Rückkehrkante". 

% 3. Projektion einer Baunikurve von einem Punkte auf eine Ebene. 

198. Wir nehmen wieder die Betrachtung der Kurve V auf, die 
dargestellt wird durch die Gleichungen 

x'-m, y-n(f}, "-m . . . • (1) 
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und denken uns diese yon einem beliebigen Punkte C(a^ b, c) auf eine 
beliebige Ebene projiziert. Als solche dürfen wir ruhig die xy-lSbene 
nehmen, weil ja über die Lage des Eoordinatensysiems in bezug auf 
die Kurve und den Punkt C geix keine besonderen Bedingungen gestellt 
sind; wir erhalten dann eine Kurre r, deren parametrische Darstellung^ 
wie leicht zu erkennen, folgende ist 

^ — ?w-c ' y — m^c — • • • (2) 

Befindet sich das Projektionszentrum C im unendlich fernen Punkte 
der Geraden, die die Bichtungskosinusse cos a, cos ß, cos y hat, so er- 
halten wir an Stelle von (2) die Gleichungen 

-=m-^,m y^,it)-^^m-- • • (3) 

Im speziellen, wenn wir orthogonal auf die rr^-Ebene projizieren 
^a =» /8 = y); ^^ ^^^ ^® Kurve f, wie wir schon wissen (Nr. 192), 
einfach dargestellt durch 

^-m y-v(t) (4) 

Die rechten Seiten der Gl. (2) bzw. (3) wollen wir der Kürze halber 
einfach als q>(t) und xi^) darstellen. 

Hat nun die Kurve f einen Doppelpunkt D, der den Werten t^ 
und t^ des Parameters t entspricht, so muß sein 

m=m, vito)-'v(h)> m-m 

und infolge dessen ist auch g?(<o) == (fißi), x(^o) ^ xOi)i iiifolge dessen 
ist auch die Projektion D' von D ein Doppelpunkt von f. Aber ein 
Doppelpunkt von f kann auch dadurch entstehen, daß ein Projektions- 
strahl r zwei (oder mehrmal) trifft, also dadurch, daß eine Sehne von 
r durch C geht. Da nun (vgl. Nr. 193) im allgemeinen eine bestimmte 
Gruppe solcher Sehnen durch C geht, so besitzt die Projektion einer 
Kurve doppelter Krümmung im allgemeinen immer Doppelpunkte, und 
ist deswegen eine spezialisierte Kurve, wie sich aus Nr. 181 ergibt. 
Knoten entstehen durch reelle Sehnen, isolierte Punkte durch ideelle 
Sehnen (vgl. Nr. 193)^). Man kann femer sagen: Ein Doppelpunkt in 
der Projektion einer Ranmkurve kann nur entstehen entweder als 
Projektion eines Doppelpunktes der ersteren, oder als Spurpunkt einer 

1) Es kanu vorkommen, daß die Projektion einer Kurve einen Zweig ent- 
hält, der ganz aus isolierten Punkten besteht. Betrachtet man z. B. die Kurve P, 
in der ein Kegel mit der Spitze G eine bei. Kugel schneidet; im allgemeinen werden 
unzählige Erzeugende die Kugel in reellen Punkten schneiden, unzählige andere 
sie nicht schneiden. Jede dieser letzteren liefert einen isolierten Punkt, infolge 
dessen haben wir einen reellen Zweig von r\ als Projektion eines imaginären 
Zweiges von r. Es kann auch vorkommen, daB eine ganz imaginäre Raumkurve 
als Projektion von einem bestimmten Punkte aus eine reelle Kurve hat. 
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durch das Projektionszentnua gehenden, die Kurve zweimal schnei- 
denden Sehne, sog. scheinbarer Doppelpunkt der Raumkurre. In der 
der Tat, wenn ein Punkt von f doppelt ist, so muß es (vgl. Nr. 183) 
ein Wertepaar (q^ t^ des Parameters t geben^ derart, daß 

oder wegen (2) 

at{h)^ci{t,) at%)-ei{%) bt{t,)^cri{t,) &■ g(0~c-T?(g . 

nun können diese Gleichungen, wie folgt, geschrieben werden: 

augenscheinlich werden sie, wenn 

identisch befriedigt, d. h. wenn t^, t^ die Parameter eines Doppelpunktes 
von r sind; im allgemeinen drücken sie aus, daß die zwei Kurven- 
punkte t^ und t^ mit dem Projektionszentrum C in gerader Linie liegen; 
der Satz ist also erwiesen. 

199. Die Gleichung der Tangenten von f ergeben sich aus ihrer 
parametrischen Darstellung (2) oder (3), also 

X — a y — b — c 

1(0 -a ri(t)-b t(t)-c -0. 

m ri\t) r(o 



oder 



ic-m y-v(t) "-m 

cos a cos ß cos y 

r(o v\t) m 



»0. 



Nun stellt diese Gleichung die Spurlinie der die Tangente in P an f 
von C aus projizierenden Ebene mit der a;y-£bene dar, folglich: Die 
Projektion der Tangente einer Raumknrve f in einem Punkte F ist 
zugleich die Tangente an die Projektion r in dem Punkte P', der 
die Projektion von F ist. Es ist zu beachten, daß dieser Satz nicht 
umkehrbar ist; nämlich wenn eine Gerade g' in der Bildebene Tangente 
an r ist, so bedeutet dies nur, daß die Gerade g in der g' projizieren- 
den Ebene liegt. Nun ist diese Ebene aber eine Berührungsebene der 
Kurve f; betrachtet man daher zwei Projektionen der Kurve f, etwa 
r' und r", und sind g' und /' Tangenten an f bzw. f" in Punkten, 
die die Projektion des nämlichen Punktes P von f sind, dann ist 
die zugehörige Gerade g, da sie der Schnitt zweier Tangentialebenen 
im nämlichen Punkte P von f ist, sicherlich eine Tangente von f in P. 
Der obige Satz gilt auch für jede Tangente in P, wenn dieser ein 
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vielfacher Punkt ist. Ist z. B. P ein Knoten mit zusammenfallenden 
Tangenten, so ist P' im allgemeinen eine Spitze (vgL Nr. 200). 

Wenn die Tangenten in zwei verschiedenen Punkten von F in 
derselben projizierenden Ebene liegen, so hat die Projektion JT' die- 
Spur, dieser Ebene in der Bildebene als Doppeltangente. 

Wir wollen jetzt annehmen, daß der Punkt von f, der dem Para- 
meter t entspricht, ein Wendepunkt der Kurve (2)^) sei, und daß 

ÄX+BT+C^O 

die Wendetangente sei; dann müssen (vgl. Nr. 179) die Gleichungen 
bestehen 

Ä[a-m - c-m] + s[b-tit) - cv(t)] + cm) - c] = o, 

A[a-t(t) - c-rCO] + B\b.t'it) - c-rj'it)-] + G-^{i) = 0, 

Eliminiert man hieraus die A, B, C, so findet man 

«•s(o -cm h-m -dit) tit)-c 
a-^it)-c.i'(t) b-t{t)-c-m m =0, 
ar{t)-crit) hr{t)-c-%"(t) rio 

oder nach einigen leichten Reduktionen 

a-l{t) h-nit) Tt-m 

reo , n'ii) m -0. 

|"(0 v"it) t"{t) 

Diese Gleichung dient zur Bestimmung der Werte der Parameter, die 
den Wendepunkten in der Projektionskurve entsprechen; nun sagt uns 
diese, wenn wir sie mit Gl. (7) in Nr. 194 vergleichen, daß diese Punkte 
die Projektionen derjenigen Punkte von f sind, deren zugehörige 
Schmiegungsebenen durch das Projektionszentrum G(a, 6, c) gehen; 
also: Um die Wendepunkte der Projektionen einer Banmknrve zu er- 
halten, braucht man nnr die Schmie^ngsebenen vom Projektionszen- 
trum ans anzulegen und deren Berflhrnngspnnkte zu projizieren. Um- 
gekehrt: läuft die Bestimmung der Schmiegungsebenen von einem 
Punkte an die Raumkurve darauf hinaus, in der Projektion auf eine be- 
liebige Ebene von diesem Punkte aus die Wendepunkte zu bestimmen. 

200. Das vorhin erhaltene Resultat läßt sich auch in folgender 
Weise ausdrücken: Legt man das Projektionszentrnm in die Schmie- 
gangsebene einer Ranmknrve f im Punkte P, so hat die Projektion 
r' den Punkt P' als Wendepunkt, und die Spur jener Schmiegnngs- 
ebene ist die Wendetangente. Hingegen ergibt sich aus den Betrach- 
tungen auf S. 95: Legt man das Projektionszentrnm auf die Ver- 

l) Ähnliche Überlegungen können auf die Kurve (3) angewendet werden. 
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Undnngslinie zweier beliebiger Punkte P und Q einer Banmknrve, 
80 hat die Projektion I^ die Projektion 1^= </ als Doppelpunkte; 
die zugehSrigen Tangenten sind die Projektionen der beiden Tan- 
genten in P und Q an die Raumkurve. 

Es entsteht nun noch die Frage: Wie verhält sich die Kurve f 
in P"j wenn wir das Projektionszentmm C auf die Tangente an f 
in P legen? — Bezeichnen wir, um dies zu beantworten, den Parameter 
des Punktes P mit t^, dann nehmen die Koordinaten von C die Ge- 
stalt an (vgL Gl. 3). 

und die 61. (2)^) liefern dann als Koordinaten von P" 



(5) 



viQ'' 



r(t,) 






r(g 



xiQ 






v(f„) 



t'it,) 



Wir differenzieren Gl. (2) und erhalten dann 

« 1(0 m 



¥{^- 



[?(*)- c? 



1 1 







x(S) =- 



im-oy 



h n{t) Vit) 

c m m 

1 1 



(6) 



(7) 



Ersetzen wir hierin a, 6, c durch die aus (5) stammenden Werte, 
und t durch t^, so sehen wir, daß dann 

9''(<«)-0, zU)-0, (8) 

und dies zeigt uns, daß P' eine Spitze wird.*) Es soll nun noch 
die Spitzentangente gesucht werden. Zu dem Zwecke beachten wir, 
daß eine zweite Differentiation von (7) liefert: 

c m m + 
111 



v"(t) 






[m-c] 



a m reo. 
e m r(o 

1 1 



wo der Strichel ' die Ableitung nach t bedeuten soll; oder wegen (7) 



9"(0 = 






+ 



[m-c]' 



a m reo 
c m nt) 

1 1 



Setzen wir nun an Stelle Ton a und c ihre Werte (5), lassen t zu 
^0 werden und berücksichtigen auch die Gl. (8), so erhalten wir 

1) Ähnlicheg gilt von Kurye (3). 

2) Dieg Resultat ließ sich ftnch Torauaaehen, wenn man bei den letzten zu 
Anfang dieser Nr. gewonnenen Sätzen den Übergang znx Grenze macht. 



Digitized by 



Google 



108 



n. Buch. Eurren. 






lind in gleicher Weise 






r(<o) i"(<o) 



r 



(9) 



Es ist aber die Oleiclmiig der Spitzentangente 



9"«.) 






und daher wegen der fOr 9)"(^) und %'(t^ gefundenen Werte 



r(«.) 



r(<.) c(*.) 



r(<.) 



r(t.) g(<o) 



oder nach einigen leichten Umformungen 

r(*o) n'ih) reo =0. 
r'(0 'j'K^'o) r(g 

Diese Gleichung stellt nun die S.chnittlinie der Oskulationsebene des 
Punktes P mit der rv^-Ebene dar; folglich kann man sagen: Projiziert 
man eine Ranrnknrve r von einem anf irgend einer ihrer Tangenten 
(die sie in P berühren mSge) gelegenen Punkte anf irgend eine 
Ebene, so erhält man eine Knrve f, die in F^ eine Spitze hat; 
die Spitzentangente ist der Schnitt der Schmiegnngsebene in P mit 
der Bildebene. Wenn daher das Projektionszentrum nicht auf einer Tan- 
gente liegt, so wird die Projektion keine Spitzen haben, es sei denn, 
daß r selber eine Spitze hätte. 

201. Zwischen der Krümmung -^ einer Raumkurve V in einem 
Punkte P und der ihrer Projektion f in dem entsprechenden Punkte 
P', nämlich — , besteht eine wichtige Beziehung, die man leicht nach- 
weisen kann, wenn man, was ja erlaubt ist, als Bildebene die ^y-Ebene 
des kartesischen Systems nimmt, auf welches die iTurve bezogen wurde. 
Ist nämlich die parametrische Darstellung von f die folgende: 

^-l{s), y--v(s), ^-t(s)y . . . . (1) 

wo s den Bogen bedeutet, und sind a,hy c, die Koordinaten des Pro- 
jektionszentrums C, so wird ja, wie wir sahen, f dargestellt durch 

ci — ai 



^=="7^^' y-^^^T' (^^ 

wobei wir uns einer einfacheren Schreibweise bedient haben. Ist nun 
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p der Abstand des Punktes C Ton der Schmiegungsebene in P, so ist 
nach GL (9') S. 101 



p- 


b-rj 


r 

V 


v" 

r 


■y 


I' 
i" 




i 


B 


a- 
b- 
c- 


-1 


r 
r 


1" 


umgekehrt 






b-v v 


1" 

v" 




















c-t 


r 


r 

















Nennen wir nun den Sparpunkt der Tangente in P an JT mit der 
a;y-Ebene T, und bezeichnen die Längen von TF und TP' mit l und 
V, so findet man unschwer 



l 



fVT^i'' + £'' f 



y 



i 



^_ g{[(a-|)r-(c-£)n'+ [(&-'l)r-(c-£)>iT 

Nachdem dies festgestellt, folgt aus GL (17) S. 72 und der para- 
metrischen Darstellung von V 



r «= 



_^M-y'.')i_(e- 



•f) 



e ( [(« - öf - (« - örj* + [(6 - »j)r - (c - öl']' ) 



a; y —x y 



|a-i r r 



(c-f)' 



& — 1] 



und daher wegen der vorigen Formeln 



oder 



r\8 



R ^ p \l) 



(10) 



Dies ist die gesuchte Beziehung zwischen r und jR. Aus ihr geht hervor: 

I. Soll r =-= sein, so muß auch Z' = sein, d. h. die Tangente im 
Punkte P muß durch das Projektionszentrum gehen; alsdann ist P' 
eine Spitze von T', was mit den früheren Ableitungen in Überein- 
stimmung steht. 

IL Soll hingegen r = oo werden, so muß (da ja l nicht gleich 
Null werden kann, weil P nicht auf der Projektionsebene liegt) p = 
sein; d. h. die Schmiegungsebene in P muß das Projektionszentrum 
enthalten; alsdann ist P' ein Wendepunkt, was ebenfalls mit den früher 
erhaltenen Resultaten übereinstimmt. 

IIL zeigt die Gl. (10): Haben zwei Kurven in einem gemein- 
samen Punkte dieselbe Tangente und dieselbe Schmiegungsebene, so 
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ist das Verhältnis ihrer Erfimmniigen in jenem Punkte gleich dem 
Verhältnisse derKrttmmnngen ihrer Projektionen von einem beliebigen 
Zentmm anf eine beliebige Ebene. 

Betrachten wir femer eine Zweite Raumkunre V^, die ebenfalls T 
zur Projektion hat^ und zwar derart^ daß die Tangente im Punkte P^^ 
der dem Punkte P entspricht^ gleichfalls den Spurpunkt T hat^ dann ist 

kombinieren wir diese Formel mit der vorigen (10), so wird 

^-§:(-hy- ("> 

Es ist dies eine wichtige von Peaucellier^) entdeckte Formel, die eine 
elegante Beziehung zwischen den Krümmungen in entsprechenden Punk- 
ten P, P| zweier auf demselben Kegel gelegenen Raumkurven darstellt. 
Hier sind dann p und p^ die Abstände der Kegelspitze von den Schmie- 
gungsebenen in P und P^^ wahrend l und l^ die Abstände dieser Punkte 
Yon dem Schnittpunkte der zugehörigen Kurventangenten sind. 

Aus der Formel (10) läßt sich für den Fall der Orthogonal- 
projektion eine andere herleiten. Ist x die Bildebene, r die Schmie- 
gungsebene im Punkte P von F und s die Gerade arr, so hat man 
allgemein ^ ^ ein {Cs, n) 

p sin (Csj t) ' 

folglich, wenn (7 in zu ä senkrechter Richtung ins Unendliche geht,, 

c 1 
so ffeht das Verhältnis — über in ; — r; dacreffen wird in diesem 

° p COB {XTC) ' ® ° 

Falle das Verhältnis j der Kosinus des Winkels der Tangenten t, ( 

an r und f' in P, P', das ist der Winkel, den t mit der Bildebene 
X macht. Wir erhalten daher die Beziehung 

r _£08^ .Jg. 

und diese drückt den folgenden Satz von Bellavitis aus: Die Krftm- 
mnngen in zwei entsprechenden Punkten einer Ranmknrve und ihrer 
Orthogonalprojektion verhalten sich wie der Knbns des Kosinus des 
Winkels zwischen Tangente und Bildebene zum Kosinns des Winkels 
zwischen Schmiegnngs- und Bildebene.') 

Zur Übung: Man leite diesen Satz direkt ab. 

8 4. Algebraische Baumkurven. 
202. Wir nennen eine Baumkurve nur dann algebraisch, wenn 
sie von jedem beliebigen Punkte des Baumes durch einen algebraischen 

1) Belation entre les rayons de courbure d'une cowrle et de sa perspective. 
Nouv. Ann. de Math. B. XX, 1860. S. 427—429. 

2) Lezioni di geometria descrittiva (Padova, 1851) S. 241. 
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Kegel projiziert wird. Aus dieser Definition ergibt sich, daß alle Pro- 
jektionen einer algebraischen Ranmknrye anch algebraische ebene 
Kurven sind. 

Eine a^ebraische Raumkurve kann ebenso wie jede andere, in 
kartesischen Koordinaten, vermittels eines Parameters t durch Glei- 
chungen von folgendem Typus dargestellt werden. 

a;-|(0, yvit), ^-5(0 (1) 

Die Gerade, die den Punkt P mit dem Parameter t von dem C(a, &, e) 
aus projiziert, hat die Gleichungen 

X— g __ T—h _ Z-c 

wo X, Yy Z die laufenden Koordinaten sind. Die DiflFerenzen a — 1(^), 
6 — iy((), c — %(() können aufgefaßt werden als homogene Koordinaten 
der dem Strahlenbündel mit dem Zentrum G zugehörigen Geraden (7P, 
alsdann ist diese Gerade Erzeugende eines algebraischen Kegels und 
daher können (s*. S. 76) ihre Koordinaten als rationale Funktionen 
zweier Parameter u und t?, die durch eine algebraische Beziehung ver- 
knüpft; sind, ausgedrückt werden. Es bestehen demnach Gleichungen 
von folgendem Typus 

Mt;) = 0, 







a-|(t) 
9(t«, t?) 


b — 


Vit) 




oder 


wegen 


Gl. (1) 














a — x 


6- 


-y _- 


c — 


z 



-7 r = -7 ^ = --Z r , f(U, V) « 0. 

Bezeichnen wir nun mit ~ r den gemeinsamen Wert dieser drei Bruch- 
funktionen (der eine Funktion von rr, y, ^r, w, v ist), so erhalten wir 

x^a + t'(p(u,v), y^h + x^%(uyv), z =^ c + X'iIj{u,v). (2) 

Eliminieren wir nun aus der ersten, zweiten und vierten Gleichung 
die Parameter u und v, so erhalten wir die Gleichung der Projektion 
der gegebenen Kurve auf die iry-Ebene; diese wird, da die Kurve alge- 
braisch ist, auch algebraisch sein, und dies erfordert, daß r eine alge- 
braische Funktion von u und v sei, so daß eine Gleichung besteht 

von der Form , . ^ 

ra(i*, Vyx) = 0, 

wo o das Symbol einer ganzen rationalen Funktion bedeutet. Um die 
Natur dieser Funktion genauer zu bestimmen, betrachten wir wieder- 
um den Kegel, der die Kurve von dem Punkte C aus projiziert. Seine 
Erzeugenden lassen sich durch folgende Gleichungen darstellen: 

—7 c = -7 r = -77 r , f(W, t?) = 0. 
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Folglich kann der Kegel selbst durch die Gleichungen dargestellt 
werden: 

wo u, V mit den Erzeugenden variieren, während q von Punkt zu 
Punkt auf einer und derselben Erzeugenden variiert. Da nun C ein 
beliebiger Punlsit des Raumes ist, so gibt es auf jeder Erzeugenden im 
allgemeinen nur einen einzigen Punkt der Kurve. Vergleichen wir 
übrigens die Gleichungen (2) der Kurve mit den 61. (3) des Kegels, 
so sehen wir, daß, um den Punkt der ersteren, der auf einer Erzeugen- 
den des letzteren liegt, zu erhalten, es genügt (» => r zu setzen, r muB 
also eine eindeutige Funktion von ti, v sein, und dies bedingt, daß die 
Gleichung co(u, v, t) = 0, weil ja f(u,iy)^0 sein muß, sich immer 
auf die Form zurückführen läßt 

wo g und h ganze Polynome in u, v sind. Die Gl. (2) werden dann 

WO die rechten Seiten rationale Punktionen der Parameter sind. Aus 
allem diesen ergibt sich nun der folgende Satz: Jede algebraische 
Ranmkurve kann durch drei Gleichungen von der Form 

X =- 0(u, v), y = X{u, v\ z =- «F(m, v), . . (4) 

dargestellt werden, wo cß, X, ^, die Symbole rationaler Funktionen 
sind, und die Parameter u und v durch eine Gleichung 

/•K^)-0 (5) 

miteinander verknüpft sind, wo / ein ganzes Polynom in u, v ist 

Aus einer derartigen analytischen Darstellung lassen sich unzählige 
andere herleiten, indem man die w, v gleich zwei anderen beliebigen 
rationalen Funktionen zweier neuer Parameter setzt. Diese Willkür 
kann man vorteilhaft benutzen, um zu Formeln von möglichster Ein- 
fachheit zu gelangen. 

Bemerkenswert ist der Fall, daß die Punktion f{uy v) linear ist. 
Alsdann kann man sie benutzen um v zu eliminieren, und man erhält 
dann Gleichungen von der Form 

a; = <t)(«), y = X(M), z^^(u), 

WO diese neuen Punktionen ebenfalls rational sind. In diesem Falle 
heißt die Kurve selbst rational, oder auch unikursal. 

203. Aus dem dargelegten, wirklich fundamentalen Satze lassen sich 
viele wichtige Polgerungen ziehen. Eliminieren wir aus drei beliebigen 
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der Gleichungen (4) und (5) u und v, so erhalten wir vier Gleichungen 
von folgendem Typus 

■P(y,^)-0, «(^,a;) = 0, lt(x,y) = 0, F{x,y,z)^Q, 

wo die Cß . . . i^ ganze rationale Funktionen sind. Jede von diesen 
stellt eine durch die Kurve gehende Fläche dar; die drei ersten sind 
Zylinder, deren Erzeugende parallel den Eoordinatachseji sind. Im all- 
gemeinen ist, um die Kurve vollständig zu individualisieren, es nStig, 
alle vier zu betrachten; in besonderen Fällen können jedoch Identi- 
täten bestehen von der Form 

wo Pj ... 1^1 neue rationale und ganze Funktionen sind, und dann er- 
fordert die vollständige Darstellung der Kurve nur drei oder zwei 
Gleichungen von obigem Typus. 

Zugleich mit der durch GL (4) und (5) dargestellten Kurve F be- 
trachten wir eine beliebige Ebene €, etwa die durch 

Ax + By + Gz + D^O 

dargestellte, und woUen ihre Schnittpunkte mit f bestimmen. Offenbar 
entsprechen diese jenen Werten von w, v, die den beiden Gleichungen 

A'^(u,v) + B'X{u,v) + G'^{u,v) + D^O und f(u,v)^0 

entsprechen. Nun ist dieses ein bestimmtes System algebraischer Glei- 
chungen, hat also eine bestimmte, endliche, von dem Werte der Koeffi- 
zienten Aj B, C, D unabhängige, Zahl von Lösungen. Dies zeigt uns: 
Eine algebraische Banmkurve wird von allen Ebenen des Baumes 
in derselben endlichen Zahl von Punkten geschnitten. Diese Zahl 
heißt die Ordnung der Kurve, und wir woUen sie, wie üblich, mit 
dem Buchstaben n bezeichnen. Insbesondere hat eine Baumknrve n^' 
Ordnung n unendlich ferne Punkte (reelle und imaginäre zusammen- 
genommen). 

Es sei r' die Projektion der Kurve f auf eine beliebige Ebene x 
von einem beliebigen Zentrum C aus, dann wird T eine ebene Kurve von 
gewisser Ordnung n sein, wo n also die Zahl der Punkte ist, in denen 
r' von einer beliebigen in jr gelegenen Geraden g geschnitten wird. 
Da nun diese Punkte die Projektionen derjenigen Punkte sind, in denen 
r von der Ebene Cg geschnitten wird, so ist ihre Anzahl w, folglich 
n =n. Dies läßt sich auch so ausdrücken, daß man sagt: Die Pro- 
jektion einer Raumkurve n^' Ordnung von einem beliebigen Punkte 
des Baumes aus ist eine algebraische Kurve von derselben Ord- 
nung n. Diese Ordnung vermindert sich auf n — d, wenn die Raum- 
kurve dmal durch das Projektionszentrum geht. 

204. Die Sehne, die die beiden Punkte P(UjV) und Q(u+hyV+k) 
verbindet, hat die Gleichung 

Loria- Schutte: Darstellende Geometrie, n. Bd. 8 
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■ «(«,«) 



■X(u,v) 



W{u,v) 



wobei f{u, v) — 0, f{u + Ä, t? + *) — 0. 

Lassen wir hierin h nnd Je gegen Null konvergieren^ so bekommen wir 
die Gleichung der Tangente. Nun ist aber für ein unendlich kleines 
h und k 

und daher , ^f 



0(u + hy v + k) — 0{Uf v) ^h 



du' 



dl dv 
dv 





dtp d<p 


h 


du dv 


•"if 


df df 


dv 


du dv 



ähnliche Ausdrücke erhält man f&r ^ und %$ ^uid daher entstehen fOr 
die Darstellung der Tangente im allgemeinen folgende Gleichungen: 



x—0{u,v) y—X{u,v) _ z—'V{UyV) 



du 

K 

du 



dv 

dv 



dx 
du 


dx 

dv 


df 


df 

dv 



dV 

IL 

du 



dV\ 

dv I 

df 

dv 



/•(«,»')-o. 



(6) 



Stellen wir nun die Bedingung, daß diese Gerade eine beliebige Gerade 
des Baumes treffen soll (vgl. Nr. 193, Gl. (6)), so erhalten wir zwei 
algebraische Gleichungen in u und Vy die eine ganz bestimmte Zahl 
Yon Lösimgen haben, die unabhängig von der Wahl der Geraden ist. 
Dies beweist uns: Jede Gerade des Baumes wird von einer bestimmteii 
Zahl von Tangenten einer algebraischen Kurve getroiTen. Diese Zahl 
heißt der Rang der Kurve und wir wollen sie mit dem Buchstaben 
dl bezeichnen. 

Es sei nun wieder f die Projektion von f auf eine beliebige 
Ebene % von einem beliebigen Zentrum C aus. Ist dann v die Klasse 
von r', so gehen von jedem beliebigen Punkte von % v Tangenten 
an ^^ Jede dieser Tangenten ist offenbar die Projektion einer Tan- 
gente von r, und zwar einer solchen, die die Gerade CO trifft, und 
daher wird im allgemeinen i/'» dl sein. Hieraus ergibt sich: Die Pro- 
jektion einer algebraischen Raumkurve ist eine algebraische ebene 
Kurve, deren Klasse gleich dem Range der ersteren ist. 

305. Die Gleichung der Schmiegungsebene im Punkte (u, i?) der 
durch (4) und (5) dargestellten Kurve ergibt sich gemäß Gl. (7) in 

Nr. 192 als 

X — *(m, v) y — A'(m, V) jef — !P*(w, t;) 



du 



*(w, t;) 



^ X{u,v) :^n^,v) 



du 



^^(^>^) ^.X(u,v) ^.^Kt.) 



0, 
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wo die Ableitungen berechnet werden müssen unter Berücksichtigung 
des Umstandes, daß v die durch f(Uf v) =* bestimmte Funktion von 
u ist. Setzen wir ganz allgemein 



a'<o 



du* 


du-dv 


d*a 


a»a) 


dv-du 


df>* 


df 


df 


d^ 


dv 



iL 

du 
dl 

dv 





D(a,,a 



so erhalten wir nacli einer leichten Rechnung als Gleichung der Schmie- 
gongsebene die folgende: 



X — (P(u, v) ff — X{u, v) B— !F(m, v) 



d9 

du 

dj> 

dv 



dX 
du 

dx 

dv 



dV 

du 

dV 

dv 

I>{X,f) 



du 

IL 

dv 



0, (7) 



welche Gleichung man sich immer mit /*(««, t;) = verknüpft zu denken 
hat. Denkt man sich nun umgekehrt in (7) die x, y, z als gegeben, 
u und V als Unbekannte , so erhält man ein bestimmtes System von 
algebraischen Gleichungen, das eine endliche, von Xy y, z unabhängige 
Zahl von Lösungen hat. Es ergibt sich hieraus, daß von allen Punkten 
des Baumes eine bestimmte endliche Zahl von Schmiegnngsebenen an 
eine Banmkurve gelegt werden kSnnen. Diese Zahl entspricht wegen des 
Dualitätsgesetzes derjenigen, die wir als Ordnung bezeichnet haben; 
sie heißt daher die Klasse der Kurve, und wird gewöhnlich mit v be- 
zeichnet. 

Ist wieder f die Projektion von f von C aus auf ^, so entsteht 
jeder Wendepunkt von P durch eine durch C gehende Schmiegungs- 
ebene; also haben wir den Satz: Die Projektion einer algebraischen 
Ranmknrve i?^' Klasse von einem beliebigen Zentrum ans ist eine 
ebene Kurve mit v (reellen oder imaginären) Wendepunkten. 

Damit ist eine bemerkenswerte Abhängigkeit zwischen den cha- 
rakteristischen Zahlen für eine Baumkurve und den entsprechenden für 
die ebenen Kurven aufgestellt, die sich sowohl für die Untersuchung 
der einen wie der anderen nützlich verwenden läßt. — Schließlich sei 
bemerkt: Die Projektion T wird im allgemeinen keine Spitzen haben 
(s. Nr. 200, Schluß), jedoch wohl Doppelpunkte. Nun entstehen die 
letzteren (vgl. Nr. 198), durch die durch das Projektionszentrum lau- 
fenden Sehnen; hat dieses die Koordinaten a, &, o, so ist die Zahl ä 
der Doppelpunkte gleich der Anzahl der Lösungen des folgenden be- 
stimmten Systems von Gleichungen in '^^yV^ und u^y% 

8* 
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8 5. Graphische Darstellung der Baumknrven. 

206. Mongesche Methode. Um eine Kurve f in doppelter Ortho- 
gonalprojektion darzustellen, pflegt man ihre beiden Projektionen f 
und f zu geben, sowie das Eorrespondenzgesetz, das zwischen den 
Punktepaaren besteht, die Projektionen desselben Kurvenpunktes sind. 
Im allgemeinen ergibt sich dieses Gesetz aus der Konstruktion der 
beiden Projektionen selbst, in anderen Fällen ist es aber unumgäng- 
lich, die Beziehung in irgend einer Weise genau anzugeben. Besteht 
sowohl r' als auch f" aus einem einzigen, kontinuierlichen Kurven- 
zweige, so kann man, wenn ein Paar entsprechender Punkte Ä', Jl' 
gegeben ist, alle übrigen bestimmen infolge der Kontinuität der Kurven- 
zweige. Bestehen hingegen f sowohl wie V aus r Kurvenzweigen, 
so ist von jedem der zusammengehörenden Zweige ein Paar entspre- 
chender Punkte anzugeben, damit man die übrigen Paare bestimmen 
könne. 

Welcher Art nun auch das Gesetz der Korrespondenz sein mi^, 
in jedem Doppelpunkte der Korrespondenz fallen die Projektionen des- 
selben Kurvenpunktes zusammen, und daher stellen diese die Schnitte 
der Kurve r mit der zweiten Halbiemngsebene dar (vgl. Nr. 6); von 
diesen Doppelpunkten sind einige, jedoch im allgemeinen nicht alle, 
solche, in denen V und T" sich schneiden. 

Konstruiert man punktweise die Kurve 1"^, die symmetrisch zu 
JT" in bezug auf die Achse ist, so sind arfch JT' und T^ punktweise 
aufeinander bezogen, und die Doppelpunkte dieser Korrespondenz (es 
sind einige von ihnen, jedoch im allgemeinen nicht alle, die Schnitt- 
punkte von r' und F^ geben die Schnittpunkte von r mit der ersten 
Halbiernngsebene (vgl. Nr. 12). 

Um die Schnitte von T mit der Grundrißebene zu finden, beachte 
man, daß ihr Aufriß in die Achse fällt; ist daher T^' ein Schnitt von 
r" mit a^j, so findet sich T^ als ein i. a. ganz bestimmter der Schnitte 
der Ordinate von T^ mit T', nämlich demjenigen Punkte von JT", der 
dem Punkte T[ von T" nach dem angenommenen Korrespondenzge- 
setze entspricht. Ebenso findet man die Schnitte von T mit der Auf- 
rißebene (vgL Nr. 11). 

In besonderen Fällen kann T eine ebene Kurve sein. Um zu er- 
kennen, ob dies eingetreten ist, nehme man vier beliebige Punkte 
Ä, B\ C, D' auf r und suche die entsprechenden Ä\ JB", C", D" 
auf r", Ist r nun eben, und nur dann, so sind die vier Punkte A^ 
jB, C, D in einer Ebene gelegen und die Geraden AB und CD wer- 
den sich schneiden; folglich werden die Punkte {A'B\ CD') und 
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{A'B'\ C"B") auf derselben Ordinate liegen. Wenn dieses far jedes 
beliebige Quadrupel von Punkten stattfindet, und nur dann, so ist F 
eine ebene Kurve. 

Um eine Raumkurve (in ähnlicher Weise, wie es früher bei der 
Geraden geschah) zu bestimmen, braucht man manchmal nur die bei- 
den Projektionen T' und T" zu geben und zwar beliebig, indem man 
annimmt, daß zu jedem Punkte von F' einer von denjenigen gehört, in 
denen die entsprechende Ordinate die F" schneidet. Um einen bestimm- 
teren Fall zu haben, sei angenommen, daß F' und.F'' allgemeine alge- 
braische Kurven von der Ordnung n' und n" seien, in keiner besonderen 
Lage in bezug auf die Projektionsebenen; dann entsprechen jedem 
Punkte von F' w" Punkte von F", d. h. daß jeder Punkt von F' die 
Projektion von n" Punkten von F ist. Mit anderen Worten: Alle Er- 
zeugenden des Zylinders, der F auf die Grundrißebene projiziert, sind 
w"-fache Sekanten von F. Ebenso sind alle Erzeugenden des auf die 
Aufrißebene projizierenden Zylinders n'-fache Sekanten. In solchem 
Falle entsprechen alle Punkte, in denen F' und F" sich schneiden, den 
Schnittpunkten von F mit der zweiten Halbierungsebene. In besonderen 
Fällen erleiden diese Schlüsse leicht angebbare Modifikationen. 

Es kann auch vorkommen, daß, wenn man beliebig einen Punkt P' 
auf F' angenommen hat, die entsprechende Ordinate die F" nicht in 
reellen Punkten trifft. Das will sagen, daß P' einem Gebiete von F' 
entspricht, das obwohl reell, dennoch die Projektion eines imagiimren 
Zweiges von F ist. Es geht daraus herv6r, daß dann V i. a. aus verschie- 
denen Teilen besteht, von denen einige Projektionen von zugehörigen 
reellen Zweigen, andere von imaginären Zweigen sind. Für die An- 
wendungen sind nur die ersteren brauchbar, die anderen können über- 
gangen werden. Ähnliches gilt auch für den Aufriß F". 

Zur größeren Klarheit möge folgendes sehr einfache Beispiel betrachtet 
werden. Es sei F' eine zur Achse o^, parallele Grerade, 
r" ein Kreis (Fig. 76), dann ist F der Kreis, in welchem 
die durch F* gelegte vertikale Ebene den geraden Zy- 
linder mit der Basis F" resp. die zu ir, normalen Er- 
zeugenden schneidet. Es sei nun A" B'' der zu o^, par- 
allele Durchmesser von F'\ und -1', JB' die Punkte, in 
denen P' von den Ordinaten der Punkte A'\ B*' getroffen 
wird. Alsdann ist jeder Punkt von F" offenbar die Pro- « 
jektion eines Punktes von F, während jeder von F' 
die von zwei Punkten von Tist. Jedoch nur die Punkte 
der Strecke AB sind Projektionen reeller Punkte des —^ 
Kreises r, und zwar jeder ist es für zwei derselben; man ^ j^g 75 ^ 

nimmt daher als Grundriß des Kreises für gewöhnHch 

nur die Strecke ÄB\ (Man vergleiche auch die in Nr. 8 gemachte Bemerkung 
aber Geraden, die zu den Projektionsebenen senkrecht stehen). 

207. Methode der Zentralprojektion. Um hiernach eine^S&um- 
kurve F darzustellen^ ist es notwendig und hinreichend, jeden ihrer 
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Punkte in der gewohnten Weise zu bestimmen P = {T^Ipi -PO- ^^^ 
unendlich vielen Hilfsgraden p^{T^^) unterliegen hierbei einer 
großen Willkür, da jede nur die einzige Bedingung erfüllen muß, durch 
einen Punkt der Kurve zu geben; um sie festzulegen, muß man den 
Ort T der Punkte T^ und den Ort Y der Punkte 1^ angeben, sowie 
das Gesetz, nach welchem die Punkte der beiden Kurven sich einander 
entsprechen, d. h. die Enveloppe der Geraden |). Zu diesen Daten muß 
natürlich noch die Projektion JT', also der Ort der Punkte P' hinzu- 
kommen. Die unendlich fernen Punkte von F* sind dann die Projek- 
tionen der Schnitte von F mit der Yerschwindungsebene, ihre Schnitte 
mit T die Spuren von f, und ihre Schnitte mit F' die Projektionen 
der unendlich fernen Punkte derselben. 

Die noch bestehende Freiheit in der Wahl von T und Y läßt sich 
auf zwei Arten, die sich wegen der Einfachheit der Zeichnung besonders 
empfehlen, einschranken: 

a) Die Hilfsgeraden mögen alle den gemeinsamen Spurpunkt T 
haben. Dann wird die Raumkurve noch bestimmt durch die Kurven 
F' und r, die Örter der Punkte P' und I^, Zwischen diesen Punkten 
besteht nun eine eindeutige Korrespondenz derart, daß entsprechende 
Punkte mit TaUineiert sind (s. Fig. 76). Liegt ein Punkt von Fim Un- 
endlichen, so fällt sein Bild sowohl auf F' als auch auf T, also ist dies 
einer der Schnitte von F' und T; liegt dagegen ein Punkt von Fin der 
Bildebene, so liegt auch die Gerade TP' = TP in derselben, und die Ge- 
rade er ist mit ihr parallel, also liegen die Fluchtpunkte der den 
Durchstoßpunkten von F mit der Bildebene entsprechenden Geraden 
im UnendÜchen, es sind also die unendlich fernen von t'. Wenn wir 

daher diese Punk- 
te von T aus auf 
F' projizieren, mit 
Berücksichtigung 
der zwischen F' 
imd r bestehenden 
Korrespondenz, so 
erhalten wir die 
Durchstoßpunkte 
von F mit der I 
Fig. 76. Bildebene. ^' ^^ 

b) Es mögen alle Hilfsgeraden den gemeinsamen Fluchtpunkt F 
haben; alsdann wird die Kurve F angesehen als auf einem Zylinder 
gelegen, dessen Erzeugende parallel zur Geraden GF laufen (Fig. 77). 
Dann wird F bestimmt durch die Kurven T und F, die Örter der Punkte 
T und P'. Die Schnittpunkte dieser beiden Kurven sind offenbar die 
Schnitte von F mit der Bildebene. Um die unendlich fernen Punkte 
von F zu finden, beachten wir, daß man die Spur T^, der zu einem 
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beliebigen Punkte P von F gehörenden Hilfsgeraden bekommt^ wenn 
man durch P die Parallele zu CT zieht und deren Schnitt mit der 
Bildebene bestimmt. Wenn nun P im unendlichen liegi^ so liegt auch 
jene Parallele im Unendlichen^ dasselbe wird also auch f&r T eintreten. 
Dieser Punkt ist also einer der unendlich fernen Ton T. Projizieren 
wir diese Punkte von F auf F', so erhalten wir das Bild R der un- 
endlich fernen Punkte von F 

Zur Übung: Das Kriterium aufzusuchen daför, ob eine Knnre, die in Zen- 
trali>rojektion dargestellt ist, eben sei oder nicht. 

Methode der kotierten Ebenen. Nach dieser Methode wird eine 
Baumkurve dargestellt^ indem man von jedem Punkte die Projek- 
tion P' auf die Gfrundebene gibt und die zugehörig^ Kote. Man er- 
hält dann in der Grundebene eine Kurve F', die Orthogonalprojektion 
von JT. Hat die Gfrundebene eine ganz beliebige Lage in bezug auf 
die Kurve, so wird jeder Punkt P nur eine Zahl fftr die Kote erhalten, 
und dann ist diese Darstellungsmethode besonders empfehlenswert. Nur 
die scheinbaren Doppelpunkte erhalten zwei Koten. In spezielleren 
Fallen kann es vorkommen, daß jeder Punkt mehrere Koten tnlgt; 
dann schneidet jeder projizierende Strahl die Kurve mehrmals. Ist 
f(,^9 y) "■ die kartesische Gleichung von F und p die Kote von P, 
so wird p ^ (p(Xf y) eine gegebene Funktion; die beiden Gleichungen 

f(x,y)^0, P^q>{x,y) 

bestimmen dann die Kurve F; nur wenn fp{Xf y) eine lineare Funktion 
ist, ist F eben. 

Zar Übung: Welche Beziehungen müssen bestehen, damit ein Punkt exi- 
stiere, der zwei verschiedenen ftaumkurven angehört, die nach einer der drei ge- 
nannten Methoden dargestellt sind? 

i 6. Die Fnndamentalaufgaben der darstellenden Geometrie für 

die Baumkurven. 

208. Aufgabe I. In einem bestimmten Punkte einer Baumknrve 
die Tangente anxnlegen. 

AuflSsnng. Die Kurve sei nach der Mongeschen Methode darge- 
stellt, und P = (P', P") der gegebene Punkt. Die gesuchte Tangente 
/ hat die Tangenten ^' in P' an F und f in P" an F" zu Projek- 
tionen; diese können nun konstruiert werden, wenn man die geome- 
trischen Definition von V und demnach auch die von F* und F" kennt, 
oder durch Zeichnung der Fehlerkurve erhalten werden, wenn die Kurven 
graphisch sind (vgl. Nr. 190). Um die Tangente t zu erhalten, kann 
man auch direkt einen zweiten Punkt derselben außer P aufsuchen; 
im allgemeinen kann als solcher einer der Spurpunkte in den Pro- 
jektions- oder' Halbierungsebenen dienen oder der Schnitt mit anderen 
bemerkenswerten Ebenen. 
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Ist r in Zentralprojektion dargestellt, und zwar nach der ersten 
der im vorigen angegebenen Methoden, so ist die Projektion ron t im 
Punkte P = (Ti/, P') nichts anderes, als die Tangente in P' an T, 
und man ergänzt die Darstellungselemente von t, wenn man bedenkt, 
daß t in der Ebene liegt, die zur Fluchtgeraden die Tangente ij in 
I^' an die Kurve T hat, und als Spurlinie die durch Tzu i^' gezogene 
Oerade. In ähnlicher Weise ist zu verfahren, wenn die zweite Me- 
thode der Darstellung angewendet ist. 

Ist schließlich F nach der Methode der kotierten Ebenen darge- 
stellt, so ist die Darstellung der Tangente an F in P nichts anderes 
als die Tangente ^' in P' an r\ Die Neigung läßt sich finden aus der 
analytischen Darstellung, von der im vorigen die Rede war, oder auch 
graphisch, indem man mit Hilfe der angegebenen Koten den die Kurve 
projizierenden Zylindermantel mitsamt der Kurve in eine Ebene abrollt, 
wodurch man eine graphische Kurve erhält, die das Wachstum der 
Koten veranschaulicht. 

209. Aufgabe 11. An eine Ranmknrve in einem gegebenen Pnnkte 
die Scbmiegangsebene zu legen. 

Auflösung. Eine Gerade, die der gesuchten Ebene 6 angehört, 
ist sofort gefunden: es ist die Tangente in dem betreffenden Punkte. 
Ist nun die Mongesche Methode angewandt, so genügt es, noch die 
Richtung der (horizontalen) Spurlinie von 6 oder einen zweiten Punkt 
(der erste ist die Horizontalspur jener Tangente) anzugeben; diesen 
zweiten Punkt erhält man durch ein Verfahren, daß von Fall zu Faß 
je nach der Natur der betrachteten Kurve sich ergibt. Alsdann ist 
jene Spurlinie bestimmt, und die vertikale Spurlinie, da sie durch den 
zweiten Spurpunkt der Tangente, sowie durch den Schnitt der Grund- 
linie a^2 ^^ ^^^ horizontalen Spurlinie gehen muß, ist infolge dessen 
bestimmt. — Sind die beiden Kurven F' und F" vollständig gezeichnet, 
aber nicht analytisch oder geometrisch definiert, so kann man dennoch, 
wenn man das Gesetz der Korrespondenz zwischen entsprechenden 
Punkten kennt, die Schmiegungsebene auf folgende Weise finden: Man 
suche wiederum die Projektionen ^, t" und die Spurpunkte Tj, T^ der 
Tangente t im Punkte P von F, Nun betrachte man den Zylinder, 
der die F in einer zu t parallelen Richtung auf die ^^ projiziert, dessen 
Erzeugende also zu t parallel sind. Um die Darstellung irgend einer 
solchen Erzeugenden e zu erhalten, nehme man irgend einen Punkt 
A = ( J.', Ä") von F und ziehe durch A' und A" die Geraden a' und 
e" parallel zu f und f\ Dann suche man die Horizontalspur E^ der 
Geraden e. Der Ort der Punkte E^ ist eine Kurve Aj, die — vgl. 
Nr. 200 — den Punkt T^ als Spitze hat; die Spitzentangente ist die 
erste Spurlinie s^ der gesuchten Schmi^ungsebene 6, die zweite s^ ist 
die Verbindungslinie des Punktes (t^a^^) mit T,. An Stelle des ge- 
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nannten Zylinders kann man sich auch des Kegels bedienen^ der Faus 
P projiziert; t ist eine Erzeugende desselben, und die entsprechende Be- 
rühnmgsebene die gesuchte Oskulationsebene. 

Ahnlich kann man verfahren bei Anwendung der Zentralprojektion 
oder der kotierten Ebenen. 

210. Angabe III. Die Schnitte einer Ranmknrve mit einer ge- 
gebenen Ebene zu konstruieren. 

a) Die Kurve sei durch ihre beiden Orthogonalprojektionen r\ F" 
gegeben, und die Ebene € durch ihre beiden Spuren s^y s^. Würde € 
senkrecht zur Grundebene sein, also s^ senkrecht zur Grundlinie, so 
hätten die gesuchten Punkte als erste Projektion die Schnitte von J^ 
mit s^, womit die Aufgabe sogleich gelöst wäre. Nun läßt sich der 
allgemeine Fall auf diesen Fall durch eine Verlegung der Yertikalebene 
zurückfuhren. Wir nehmen als neue Grundlinie eine beliebige zu s^ 
SOTikrechte Gerade a^g, konstruieren T" und s,; damit finden wir 
JT", Y", ... als Schnitte der beiden letzteren Linien, daraus ergeben 
sich X', F' . . . und dann X", Y" . . ., die Projektionen der gesuchten 
Punkte. — Es sei bemerkt, daß der Grundgedanke dieser Lösung un- 
verändert bleibt, wenn € durch die Grundlinie a^ geht, also durch einen 
ihrer Punkte K = {K\ K") bestimmt wird, oder parallel zu ihr ver- 
läuft. In diesem Falle nimmt man als Hilfsebene die Seitenrißebene, 
konstruiert den Seitenriß f" und die dritte Spurlinie s^ von e; die 
Schnittpunkte von t^ und r"' sind die dritten Projektionen X'", y", . . . 
der gesuchten Punkte; die durch sie zur Grundlinie gezogenen Par- 
allelen liefern X", Y", und die durch sie gehenden Lote liefern X', F' 

auf r. 

j8) Ist r in Zentralprojektion dargestellt (vgl Nr. 207), und ist € 
nicht parallel zur Grundebene, also in der üblichen Weise bestimmt, 
so ist die Aufgabe zunächst sehr leicht zu lösen, wenn € eine pro- 
jizierende Ebene ist. In diesem Falle haben nämlich die gesuchten 
Punkte die Schnitte der Spur von e mit F' zu Projektionen; diese 
Spur ist zugleich die Fluchtgerade von €. Befindet sich die Ebene e 
aber nicht in dieser Lage, so kann man durch Verlegung des Pro- 
jektionszentrums sie in diese Verfassung bringen. Hierbei kann man 
(vgl. Nr. 84) den Hauptpunkt beibehalten, und hat dann als neues 
Zentrum den Punkt zu wählen, in welchem CG^ 'von € geschnitten 
wird. Hat man so die gesuchten Punkte in dem neuen System ge- 
funden, so ist, wenn man zu dem alten zurückgekehrt ist, die Aufgabe 
erledigt^). — Die Untersuchung des Falles, daß e parallel zur Grund- 
ebene, überlassen wir dem Leser. 

1) Im Falle der Orthogonal- oder Zentralprojektion wird diese Aufgabe 
durch dieselben Kunstgriffe gelöst, wie bei den Polyedern in Nr. 171, daher kann 
der Leser sich die zugehörigen Figuren nach Anleitimg der Fig. 36 u. 39 anfertigen. 
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y) Wenn schlieBlich die Kurve durch die kotierte Projektion dar- 
gestellt ist; läßt sich die Aufgabe in folgender Weise lösen. F' kann 
aufgefaßt werden als die Projektion einer bestimmten Kurve A, die in 
der Ebene 6 liegt, um nun die Darstellung von A zu erhalten^ be- 
trachten wir einen beliebigen Punkt P' von F' als die Projektion eines 
Punktes P^ von €, und bestimmen dessen Kote q (s. Nr. 96 U). Vari- 
ieren wir P' auf F", so bekommen wir die vollständige Darstellung 
von A. Nun sind diejenigen Punkte von A auf F au&usuchen, die 

dieselbe Kote haben, diese sind die ge- 
suchten Schnittpunkte. Dies läßt sich 
nun graphisch auf folgende Weise aus- 
führen (s. Fig. 78): Man errichte in 
sämtlichen Punkten von F", senkrecht 
zur Spurlinie t von 6; Strecken an 
Große und Richtung gleich der Kote 
des Punktes. Die Endpunkte dieser 
Strecken bilden dann eine Kurve J^, 
die nebenbei bemerkt als eine spezielle 
axonometrische Darstellung^ die Kava- 
lierperspektive, von F angesehen wer- 
den kann, und die zugleich im Verein 
mit F' ein anschauliches Bild des Ver- 
laufes von F liefert. Alsdann errichte 
man mit Hilfe der Neigungsskala von 
6 in jedem Punkte von F ebenfalls senkrecht zur Spurlinie eine Siarecke 
gleich der Kote des darüberliegenden Punktes von €. Die Endpunkte 
bilden eine neue Kurve F^, die man auch als Kavalierperspektive der 
oben genannten Kurve A auffassen kann. Die Punkte X*, 7^ ... in 
denen die beiden Kurven F* und F^ sich schneiden oder berühren, 
entsprechen den Punkten, in denen 6 die F schneidet, berührt oder 
oskuliert. Aus ihnen findet man leicht X% F'. . . usw.^) 

Zur Übung: Der Grundbegriff dieser Eonstruktioii kann auch bei Anwen- 
dung der Mongeechen Methode angewandt werden; wie? 

211. Aufgabe IV. Von einem gegebenen Punkte aus an eine 
Raumkurve die Scbmiegungsebenen zu legen. 

AuflSsung. Diese Aufgabe ist dual zu der vorigen, um sie zu 
lösen, projiziere man die Kurve von dem gegebenen Punkte P aus auf 
die Grund- oder Aufrißebene, bzw. auf die Bildebene je nach der an- 




Flg. 78. 



1) Wird r wie in Nr. 207, Schluß, dargestellt, und hat € die Gleichung 
ax-\-by -^-c^^z^ so kann die Aufgabe als Auflösung der Systeme 

ax+by + e^ipix,y)\ 
f{x,y)^0 J 

betrachtet werden. 
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gewandten Darstellungsmethode. Die Spuren der gesuchten Ebenen 
sind dann (ygl. Nr. 200) die Wendetangenten der entstandenen Kurve 
F^; sie bestimmen zugleich mit P die gesuchten Ebenen. 

Aufgabe Y. Die Tangenten einer Raumkurve aufiEusuchen, die 
eine gegebene Gerade treffen. 

Auflösung. Die Kurve sowohl wie die Gerade g seien z. B. durch 
die beiden Orthogonalprojektionen V^Vy bzw. g\ g" gegeben; 8^ und 
S^ seien die Spurpunkte der letzteren. Wir projizieren T von einem 
beliebigen Punkt der Geraden g (etwa dem unendlich fernen) auf 
der Grundrißebene ^r^; dadurch entsteht eine Kurve F^. Wir ziehen 
von T^ an T^ die Tangenten. Ist nun X^ einer der Berührungspunkte^ so 
ist Xi die Projektion (vgl. Nr. 199) auf ^r^ von aus eines solchen Kurven- 
punktes Xy in welchem die Tangenten die Gerade g schneiden. Aus X^ 
lassen sich dann leicht die Projektionen X'; 'K" des Punktes X'' bestimmen. 

Zur Übung: Welche Modifikationen treten in diese Eonstraktion ein, wenn 
man eine andere Darstellungsmethode anwendet? 

Drittes KapiteL 
Untersuchung einiger spezieller Baumkurven. 

8 1. Die Spirale des Fappns. 

212. Der berühmte griechische Geometer Pappus von Alexan- 
drien hat die Bemerkung gemacht; daß ebensO; wie man in der Ebene 
eine Spii-ale erzeugen kann, indem man auf einer Geraden ^ die sich 
gleichförmig um einen festen Punkt dreht, einen Punkt mit gleichför- 
miger Geschwindigkeit sich bewegen läßt (die Archimedische Spirale, 
s. S. 84), man in ähnlicher Weise auf einer Kugel eine Spirale er- 
zeugen könne. Stellen wir uns nämlich eine Kugel vor mit dem Zen- 
trum und dem Radius i2, sowie einen größten Kugelkreis, der sich 
gleichförmig um einen Durchmesser (die Achse der Figur) von einer 
bestimmten Anfangslage aus dreht, und lassen einen Punkt P die Peri- 
pherie dieses Kreises von dem Endpunkte A dieser Achse aus mit 
gleichförmiger Geschwindigkeit durchlaufen, so entsteht durch diese 
doppelte Bewegung eine Raumkurve, die wir die Spirale des Pappus 
nennen wollen.^) Obendrein wollen wir noch annehmen, wie es auch 
der genannte Mathematiker tat, daß während der Kreis eine voll- 
ständige Umdrehung um seine Achse macht, der bewegliche Punkt 
erst einen Viertelkreis beschreibt.^). 

1) Ygl. den Aufsatz des Verf. La spirdle de Pappm im Arch. der Math. 
u. Phya., m. Reihe, Bd. XH, 1907. 

2) Yen dieser Annahme könnte man absehen, ohne daß die Gmndeigen- 
schaffcen der Kurve verloren gingen. Machen wir andere Yoraussetzungen über 
die Bewegung des Punktes, so entsteht eine ganze Ellasse von noch nicht unter- 
suchten Kurven, die teils algebraisch, teils transzendent sind. 
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Um die Kurve analytisch darzusiellen^ nehmen wir zunächst ein 
Polarkoordinatensystem auf der Eugeloberfläche mit A als Pol. q sei 
der Abstand des Punktes P von A^ gemessen als Bogen auf dem größten 
Eugelkreise^ to der Winkel, den der Bogen AP mit der Anfangslage 
des beweglichen Kreises macht. Dann geben uns die Bedingungen der 
Bewegung sogleich die Beziehung 

(D-4p (1) 

als Gleichung der Spirale des Pappus in sphärischen Polarkoordinaten. 
Um die übliche Darstellung zu erhalten, nehmen wir ein dreirecht- 
winkliges kartesisches System, dessen j?-Achse zum Durchmesser OA, 
dessen rr^r-Ebene zur Anfangslage des bewegten Kreises parallel ist 
Sind nun a, hj c die Koordinaten des Kugelmittelpunktes 0, so sind 
die Koordinaten eines beliebigen Punktes der Kugelfläche 

a; = a + jR sin 9 • cos CD, y = 6 + jR sin 9 • sin cd, is = c + R cos q. 

Zufolge der Oleichung (1) ist daher die parametrische Darstellung der 
Pappusschen Spirale 

rc = a + jR sin p • cos 4(>, y — 6 + iJ sin p • sin 4(), jgr =» c + -B cos q (2) 

oder 

rc = a + Y (sinöp — sinSp), y = 6 + y (cos 3p — cos öp) I 

= c + Roo&Q ] 

Ersetzen wir in diesen Gleichungen q durch n + Q, so erhalten wir einen 
anderen Punkt der Kurve, dessen Koordinaten a;', ^, / so beschaffen 
sind, daß 

a;'— a (x — a), y'-^h^ — {y-- 6), /— c = — (^8? — c). 

Diese beiden Punkte (x, y, z), {x\ 'ifj /) sind offenbar symmetrisch in 
bezug auf 0, und daher ist dieser ein Symmetriezentrum oder Mittel- 
punkt der Kurve. Setzen wir in (3) tg-|-«<, so verwandeln sich 

diese Gleichungen in andere, die uns die Koordinaten x, y, e als ganze 
rationale Funktionen des Parameters t vom Grade n ^ 10 liefern. Das 
beweist nun (vgl. Nr. 202, Schluß), daß, während die Archimedische 
Spirale transzendent ist, die Spirale des Pappns eine rationale Kurve 
10*«' Ordnung ist. 

Im allgemeinen wollen wir q als Parameter beibehalten, da bei 
Benutzung von t die Formeln komplizierter werden; wir werden also 
die Gl. (2) benutzen. Aus diesen ergibt sich 

1^ - tg4p, ic-a* + y-6* = Ji«sin«p; 
setzt man nun 

1^ - tg 9?, Vx-a^ + ^ 6^ « M, 
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80 wird . T> . 

und daher 

u^Bsm^ (4) 

Dies ist in Polarkoordinaten u, qp. die Gleichung der Projektion unserer 
Spirale auf die a;y-Ebene. In Berücksichtigung der Darlegungen in 
Nr. 188 X. schließen wir hieraus: Die Orthogonalprojektion der Spirale 
des Pappns auf eine znr Achse senkrechte Ornndrißebene ist eine 
Rhodonee 10*«' Ordnung. 

Eine andere Kurve derselben Ordnung mit zwei Symmetrieachsen, 
die jedoch keiner bekannten Kategorie von Kurven angehört, erhält 
man, wenn man die Spirale des Pappus auf die :z;jgr-Ebene, also eine 
zur Anfangslage des bewegten Kreises parallele Ebene, oder auf die 
j/jgr-Ebene, also eine parallel zur Achse und senkrecht zu jener Lage 
befindliche Ebene projiziert. 

Projiziert man jedoch die Spirale zentral vom Punkte 0(a^h,c) 
aus auf die xy-Ehene^ so erhält man eine Kurve, die durch die Glei- 
chungen dargestellt wird: 

rr = a — Y (sin 5(> — sin 3q) : cos q 

y = h — y(cos3() — cos5()):cos(> 

XJn^ diese zu interpretieren, beachten wir, daß aus ihnen folgt 

— 6 



(5) 



00 -a +y-6 -c-tgQ, ^^r^^^^g^C». 

Wenn wir daher die vorigen Variabein u und q> auch hier einführen, 
so bekommen wir 

u^c-tg^ (6) 

Demnach ist die Projektion der Spirale des Pappns vom Zentrum der 
Kngelfläche, auf der sie gezeichnet ist, anf eine znr Achse senkrechte 
E1)ene eine Knotenknrve (vgl. Nr. 188 XI). 

Zwei Kurven einer analogen Art entstehen, wenn man die Spirale 
auf dieselbe Ebene von dem Punkte Ä(a, &, c + jB), oder dem diame- 
tral gegenüberliegenden Punkte Ä^(a, b, c — R) (also stereographisch) 
projiziert^). Um nämlich die erste dieser Kurven darzustellen, haben 
wir die Gleichungen 

x — a _ y — h ___ c-^B 
sin Q • cos 4 ^ sin 9 • sin 4 p JB(1 — cos q) 

1) Bemerkung von Dr. E. Köstlin in einem Briefe an den Verf. vom 
19. Oktober 1907. 
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Nun folgt aus diesen 

V^^^N^^^V-(c + E)ctg|, J^-tg49. 

Führen wir die Polarkoordinaten u und q) wieder ein^ so ergibt 
die erste 

w-(c + E)ctg-|-, 

und da o » 4:Q, so folgt 

«-(c + iJ)cl«|-, . (7) 

welche Gleichung wiederum eine Knotenkurve darstellt. Ebenso be- 
kommt man, bei der Projektion von A^ aus 

u^ic-E)ctgf (7') 

um die allgemeine Gleichung der Tangente zu erhalten, bedienen 
wir UDS der GL (5) in Nr. 193; dann bekommen wir 

X — a; Y—y Z — ic-^ B cos q) /^v 

1 :^i — : : — =^sr^ — ' W 

-—(5 «cos 5p — 3 »cos 3p) —-(5 'Bin 5p — 3» sin 3p) 

WO X, r, Z die laufenden Koordinaten sind, und rr, y die durch Gl. (3) 
gegebenen Werte haben. 

In ähnlicher Weise zeigt uns die Gl. (7) in Nr. 194, daß die 
Schmiegungsebene in einem Punkte der Spirale die Gleichung hat 

X-x Y—y Z—z 



Y (5* cos 5p — 3 • cos 3(>) y (5 • sin 5(> — 3 • siirSp) — Ji sin p 
y(— 25-sin5() + 9-sin3p) y(25-cos5(>-9.cos3(>) -Bcosq 



»0, 



oder 

(X-a;)(3.sin2p-12.sin4p + 6.sin6(>) + (r-y)(— 3cos2(» 

+ 12 cos 4p- 5 cos 6p) + 2(Z— ;?)(19 — 16.co8 2p) 
wo natürlich x, y, z die durch GL (3) bestimmten Werte haben. 



'l\ » 



213. Um die Spirale des Pappus bequem graphisch dazusteUen, 
benutzt man am besten ein Mongesches System, das als Grund-, Auf- 
uud Seitenrißebene drei Ebenen hat, die den vorhin für die analytische 
Darstellung verwendeten a?y-, xz- und y;?-Ebenen parallel sind. Sind zu- 
nächst die Punkte = {(y,0") und ^ = (^',^") gezeichnet (s. Fig. 79), 
so fällt ö mit Ä und -4/ zusammen, und alle die reellen Punkte der 
Kugel projizieren sich im Aufriß in die Fläche des Kreises T^ um CT 
mit dem Radius O' Ä' == ü, im Grundriß in den mit E um (7 be- 
schriebenen Kreis T^. Es sei femer J?=(i?', B") die Lage, die der 
erzeugende Punkt erreicht, nachdem der bewegliche Kreis eine ganze 
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Umdrehung gemacht hat. Dann teilen 
wir den Quadranten Ä'W in eine be- 
stimmte Anzahl n gleicher Teile^ und den 
ganzen Kreis F^ in eben- 
soyiele Teile, gezählt in 
dem Sinne, in welchem 
der bewegliche Kreis ro- 
tiert. Es seien nun ^ und 
P' zwei entsprechende 
Punkte der beiden Tei- 
lungen, und P" der Punkt, 
in dem Of'lff' von der Or- 
dinate des Punktes P' ge- 
troffen wird. Ziehen wir 
dann die Parallele l^N 
zur Ghrimdlinie a^^^ so ist 
diese der AufriB des klei- 
nen Kugelkreises, der den 
Punkt M der Spirale ent- 
halt, der den Werten q « 
In und der Stellung A P 
des beweglichen Kreisqua- 
dranten entspricht. Dieser 
projiziert sich im Aufriß 
in den Quadranten der El- 
lipse, deren große Halb- 
achse O' Ä\ deren kleine 
a'P" ist, also ist Jf" 
jener Punkt, in welchem 
dieser EUipsenbogen von 
N'N getroffen wird. Diese 
Ellipse und der Kreis 
^"i?"^i" sind aber affine 
Figuren, in denen die 
Punkte Jf " und ^ einan- 
der entsprechen, ebenso 
P" und 5"; ä'A;' ist 
die Affinitatsachse. Zie- 
hen wir daher die Gerade 
J5"^, die die Achse in K 
trifft, so finden wir M" 
als_Schnitt der beiden Geraden KV und 
JTJT. Die Ordinate von M" schneidet 
dann den Radius ÄV in M\ Fähren 




Flg. 79. 
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wir nun diese Konstruktion für alle Teilpunkte N auS; so bekommen 
wir n Punkte des Teiles der Spirale von Ä bis B] die ganze Spirale 
bestellt aus vier solchen Teilen. 

Ziehen wir jetzt die Gerade OM und bestimmen ihren Spurpunkt 
JKi auf der Grundrißebene, so ist der Ort der Punkte M^ die Projek- 
tion der Spirale yom Zentrum aus auf die Horizontalebene, also die 
durch Gl. (6) dargestellte Knot^kurve. Wir erhalten dadurch eine be- 
queme Konstruktion dieser Linie. Betrachtet man M als auf der ent- 
sprechenden Erzeugenden des Zylinders, der die Spirale auf die Grund- 
ebene projiziert, gelegen, so ist M bestimmt durch seine Projektion 
üf ' und die Darstellungselemente dieser Erzeugenden, nämlich den Spur- 
punkt M' und den Fluchtpunkt 0\ 

214. Wir gehen jetzt dazu über, die Tangente in einem beliebi- 
gen Punkte M der Spirale zu konstruieren. Die erste Projektion dieser 
Tangente ist die Tangente an den Grundriß der Spirale, der die Glei- 
chung (4) hat. Dififerenzieren wir diese, so erhalten wir 

du B (p 1 t/ü8 i~ 

;t— =- -r cos ^ = — yR^ — u* . 

a(p 4 4 4 ^ 

Aus dieser Beziehung ergibt sich: Machen wir den Winkel M' 0' C 

gleich — und nehmen in dem als positiv gewählten Sinne auf dem 

Schenkel den Punkt (7, so daß WC^B, und aD^^CTC, so ist 
die Gerade DM' die Normale in M' an die Projektion I^, und folg- 
lich ist die Tangente die in M' zu DM' errichtete Senkrechte t\ 

Von der zweiten Projektion f der Tangente kennen wir schon 
einen Punkt JT", es genügt also, noch einen zweiten zu bestimmen; 
als solcher empfiehlt sich der Schnitt T der Tangente mit der durch 
gehenden Horizontalebene. Um dessen Koordinaten zu finden, braucht 
man nur in den Gl. (8) Z = c zu nehmen, dann ergibt sich 

Wr^ = Z^^' + T^' = J2»cotg»()(cos*() + 16sin^p). 

Um diesen Wert zeichnerisch^ zu erhalten, kann man folgendermaßen 
verfahren. Wir verlängern NN derart, daß, wenn H die Mitte von 

NN ist, 

^HI^AHN. 
Da nun 

so wird 

(/'/ = 1? ycos« 9 + 16 sin« p . 

Nun konstruieren wir über C/'I als Kathete das rechtwinklige Dreieck 
10" J, derart, daß der Winkel bei / gleich q wird. Dann ist 



(yV= 0"/.cotgp = BcotgQYcos^Q + 16 sin» 9 = WT'. 
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Nehmen wir daher auf der Tangente t' in positiver Richtung die 
Strecke M'T = 0"e7", so wird die durch T gezogene Ordinate, die 
durch 0" zur Grundlinie gezogene Parallele in T" treffen, welcher 
Punkt mit M" verbunden die gesuchte Gerade f liefert. 

216. Wollen wir auch die Schmiegungsebene in einem Punkte 
Jtf" unserer Kurve konstruieren, so genügt dazu ein Punkt derselben, 
da sie ja im übrigen durch die Tangente t gehen muß. Als solchen 
Punkt wählen wir zweckmäßig den Schnitt 8 der Schmiegungsebene 
mit der Achse AA^ der Kurve. Um dessen Koordinate Z zu erhalten, 
müssen wir in der Gleichung (9) X = a, F= 6 setzen; dann erhalten 
wir 

^ ^ 8inp.sin2^ 

19 — 15 cos 2 p 
oder 

Z -— Z ^ B 2 8in»g>coBg ^ ^ sin ' 9' cos g 

19(cos'p + sin'p) — 15(co8*^ — sin'p) ITsin'p -j- 2cos*p ' 

Nun war aber 

Jisin() = Uy i?-cos(> = jSf — c, 
folglich ist 

Z-z - 

oder auch 



17t«« + 2(jj — c)«^ 



1 _ 17 2(g — c) 



Z — z 



Hat man diesen Ausdruck konstruiert, so läßt sich 5'" sogleich zeich- 
nen; 8' fällt mit 0' zusammen, und die gesuchte Schmiegungsebene 
ist St 

8 2. Die Zylinder-Sohraubenlinie. 

216, Man nennt Zylinder-Schraubenlinie oder kurzweg Schrau- 
benlinie, die Raumkurve, die entsteht, wenn ein Punkt P eine Er- 
zeugende g eines geraden Kreiszjlinders mit gleichförmiger Geschwin- 
digkeit durchläuft, während g selber auch mit gleichförmiger Geschwin- 
digkeit den Mantel dieses Zylinders durchläuft. — Es sei nun g^ die 
Anfangslage der Erzeugenden, P^ auf g^ gelegen, die des bewegten 
Punktes. Wenn g einen vollständigen Umlauf vollbracht hat und also 
in seine Anfangslage zurückgekehrt ist, so wird P auf g^ eine von P^ 
verschiedene Lage P^ eingenommen haben, der Bogen PqPi heißt ein 
Schraubengang oder eine Windung, die Strecke PqPi heißt die 
Höhe des Schraubenganges, oder kurz die Ganghöhe. Aus der Kon- 
tinuierlichkeit und Gleichförmigkeit der betrachteten Bewegung ergibt 
sich, daß die Schraubenlinie aus unzählig vielen einander kongruenten 
Windungen besteht und nach beiden Seiten von P^ sich ins Unend- 
liche erstreckt. Ein Beobachter, der sich in die Achse des Zylinders 

Lorla-Schfltte: Darstellende G-eometrie. IL Bd. 9 
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stellt^ derart, daß die Richtung FnS-Kopf dieselbe ist, wie diejenige, in 
der sich P auf g bewegt, wird P sich von der Linken zur Rechten be- 
wegen sehen oder umgekehrt; im ersteren Falle heißt die Schrauben- 
linie rechts gewunden, im anderen links gewunden. 

Als Grundfläche des Zylinders, auf dem die Schraubenlinie ver- 
läufi}, nehmen wir zweckmäßig den senkrecht zur Zylinderachse durch 
Pq gehenden Schnittkreis und als Anfangspunkt eines kartesischen 
Systems den Mittelpunkt dieses Kreises. Die Zylinderachse in dem 
Sinne genommen, wie P die g durchläuft, nehmen wir als je?- Achse, 
die Oerade OP^ in der Richtung ... P^ als iP-Achse, und den Strahl, 
der in der Richtung, wie die Erzeugende läuft, mit OP^ einen rechten 
Winkel bildet, als positive y-Achse. Dieses Bezugssystem ist offenbar 
eindeutig bestimmt, wenn man die Schraubenlinie kennt. Sind nun 
Xj y, js die Koordinaten irgend eines Kurvenpunktes P, P' die Pro- 
jektion auf die a;y-Ebene, und qp der Winkel PqOP\ gerechnet in der 
Richtung wie g rotiert, r der Zylinderradius, so haben wir zunächst 

a; = r • cos 9?, y « r^- sin qp (1) 

Nehmen wir als Anfang der Zeit t, den Augenblick, in welchem die 
Rotation in Pq beginnt, so haben wir folgende Beziehungen 

folglich ^ ^ ^ 

Z II 

wo X und II noch zu bestimmende Konstanten sind. Um sie. zu finden, 
nehmen wir an, daß T die Zeit sei, die P braucht, um eine Windung 
zu durchlaufen, also von P^ bis P^, dann ist für t^ T 

qp = 2ä und is ^ H, 

wenn H die Ganghöhe bedeutet. 

Daher ist ^ ^ .^ ^ 

2ä = XT, H^ iiT, 

und folglich ^^ ^ 

Setzen wir die beiden Werte von — einander gleich, so bekommen wir 

Die Gleichungen (1) und (2) liefern uns die Koordinaten jedes belie- 
bigen Punktes der Schraubenlinie als Funktionen des Parameters qp; 
sie bilden daher die parametrische Darstellung der Schrauben- 

linie. Setzen wir der Kürze halber — = Ä, so verwandelt sich (2) in 

^-h-g>', (2-) 
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h heißt die reduzierte Ganghölie. Ans dieser parametrischen Dar- 
stellung folgt: Die Scbranbenlinie ist eine transzendente Kurve. Ihre 
Gleichung ändert sich nicht ^ wenn man den Koordinatenanfang auf 
der Achse verschiebt^ daher sind auch die einzelnen Windungen iden«. 
tisch; die Kurve hat überall dieselbe Gestalt und (Nr. 218) dieselbe 
Krümmung: sie ist daher in sich selbst verschiebbar, und^ wie man 
beweisen kann, zugleich die einzige Raumkurve dieser Art^). 

Eine Schraubenlinie ist durch die beiden Größen r und h bzw. 
durch zwei Punkte derselben Windung P^, P^ und die Zylinderfläche, 
sowie durch den Sinn, in welchem die Drehung der Erzeugenden vor 
sich geht, völlig bestinmit. Diese Daten ermöglichen nämlich das oben 
genannte Koordinatensystem zu bestimmen. Ist ferner P/ die Projek- 
tion von Pj auf die a;y-Ebene^ so ist ^^ die Ordinate von P^ bestimmt, 
ebenso der Winkel P^OPq = q)^, alsdann muß die 61. (2), in welcher 
S noch unbekannt, befriedigt werden durch 

sie liefert also 

und somit ist die Schraubenlinie bestimmt. Ist der Sinn der Drehung 
unbestimmt geblieben, so bekommt man zwei Schraubenlinien, die den 
Angaben entsprechen. Liegen die Punkte P^ und P^ nicht auf derselben 
Windung, so ist die Zahl Je der Windungen anzugeben, die der Punkt 
P noch zu durchlaufen hat, um von P^ bis P^ zu gelangen; auch dann 
gibt es, wenn der Drehungssinn nicht angegeben ist, zwei Schrauben- 
linien, die durch Pq und P, gehen. — Aus der Gl. (2) folgt noch: 
Wenn man den Zylindermantel in eine Ebene abroUt, so verwandelt 
sich die Schraubenlinie in eine Gerade, die mit dem Grundkreise den 

Winkel x bildet, derart daß tirx = z^ — = — . Den Winkel x nennt 

man auch die Steigung der Schraubenlinie. 

217. Ersetzen wir die beiden Koordinatachsen Ox, Oy durch 
irgendwelche andere zu einander senkrechte 0|, Orj, und bezeichnen 
den Winkel zwischen den Geraden Ox und OS mit a, so lauten die 
Beziehungen, die zwischen den Koordinaten desselben Punktes in den 
beiden Systemen bestehen: 

S =» ir • cos a — y • sin «, rj ^ X'Sina + y- cos a. 

In bezug auf die neuen Achsen erhält die Schraubenlinie daher 
folgende parametrische Darstellung: 

5 — Ji • cos (9 + a), rj ^ B^ sin (ip + a), ^e? =» Äqp. 

1) In der Ebene sind nur die Gerade und der Kreis in sich verschiebbar. 

9* 
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Nun stellen aber die zweite nnd dritte von diesen Gleichungen 
die Projektion der Kurve auf die i^jp-Ebene dar, die also eine beliebige 
durch die Zylinderachse gehende Ebene ist. Eliminieren wir aus jenen 
tp, so entsteht die Gleichung der Projektion, die also lautet 

und daher ist jene (vgl. Nr. 189 I) eine Sinusoide. Also haben wir den 
Satz von Pitot. Die Ortbogonalprojektion der Scbranbenlinie anf 
eine zur Zylinderacbse parallele Ebene ist eine Sinnsoide. 

Im speziellen ist z. B. die Projektion auf die ^r^er-Ebene rc =» r-cos ^, 

'die auf die yz-lShene y = r • sin , • 

Suchen wir jetzt die Zentral-Projektion der Kurve von einem be- 
liebigen Punkte C der Achse auf die rry-Ebene. Ist c die Ordinate 
von C, so lauten die Gleichungen eines beliebigen projizierenden Strahles 



_y 



z — c 



rcos9 r-sing) hcp — c 
Machen wir hierin 0^=0, so folgt 

x^-r^coBv^f^^, y«--r.8ing..^-^^; 
hieraus ergibt sich 

Führen wir nun Polarkoordinaten q = Yx^ + y*, o = arctg — ein, so 
sehen wir, daß ^r 

Demnach lautet die Polargleichung der Projektion 

q(c — h(o) « er, 

oder auch 

/ c \ er 

Setzen wir hierin y — © = ö, was ja nur eine Verlegung der 

Polarachse mit Beibehaltung des Poles bedeutet, so können wir auch 
schreiben 

und diese Gleichung (s. Nr. 189 IV) drückt analytisch aus den folgen- 
den Satz von Th. Olivier. Die Zentral-Projektion einer Schrauben- 
linie von einem Punkte ihrer Achse auf eine zu dieser senkrechte 
Ebene ist eine hyperbolische Spirale. 

Schließlich wollen wir noch die Schraubenlinie auf die n?y-Ebene 
parallel zu einer beliebigen Geraden, die mit den Koordinatachsen die 
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Winkel a, /3, y bildet, projizieren. Die allgemeine Gleichung der pro- 
jizierenden Strahlen lautet: 

X — r*C08^ y — r-sing) z — ht^ 

cos« C08/5 cosy 

Machen wir hierin ;? » 0^ so bekommen wir folgende parametrische 
Darstellung der Projektion 

% • cos a . ^ • cos /9 

^ cos y ^ ' i^ 7- cos 7 ^ 

Vergleichen wir diese mit den in Nr. 189 VIII angegebenen Glei- 
chungen, so erkennen wir, daß sie eine verlängerte, gemeine oder ver- 
kürzte Zykloide darstellen, jenachdem 

^* (cos' a -i- cos' /?) >^ 
cos' 7 < ' 

oder, da cos^a -f- cos*/3 -j- cos^y = 1 ist, 

Nun ist aber, wie wir sogleich sehen werden, — der Tangens 
des Winkels 0, den die Tangente der Schraubenlinie mit der Achse 
bildet; daher kann man auch sagen: jenachdem y=.B ist, und so er- 
gibt sich dann der folgende Satz von Guillery.^) Die Projektion einer 
Sebranbenlinie anf eine zur Achse senkrechte Ebene parallel zn einer 
Geraden ist eine verlängerte, gemeine oder verkürzte Zykloide, je- 
nachdem die Neigung dieser Geraden gegen die Achse grSßer, gleich 
oder kleiner ist als der Winkel, den die Knrventangente mit der 
Achse bildet. 

Anmerkung. Projiziert man die Schraubenlinie von einem be- 
liebigen Punkte des Raumes auf eine beliebige (oder zur Achse senk- 
rechte) Ebene, so erhält man eine transzendente Kurve von allge- 
meinerer Art wie die hyperbolische Spirale und die Zykloide. Diese 
Kurven können leicht punktweise konstruiert werden, indem man die 
Spuren der Projektionsstrahlen bestimmt: aber sie bilden eine umfang- 
reiche Klasse von Kurven, die bis heute eingehender noch nicht unter- 
sucht sind. 

218. Wenden wir auf die Gl. (1) und (2) die betreflfenden Formeln 

an, so erhalten wir als allgemeine Gleichung der Tangente i der 

Schraubenlinie 

X — r-C08 9 1/ — rsinqp z — Ä9 



— r • sin 9 r • cos 9 



(3) 



1) Vgl. eine Mitteilung von Th. Olivier aus d. J. 1847 an die Society philo- 
matique; fOr den Fall der gemeinen Zykloide siehe Montucla, Hif^. des math. 
NouF. dd., T. n (Paris, 1799.) S. 78 
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Ist nun 6 der Winkel; den die Tangente mit der jei- Achse bildet, 
so haben wir 

cos 6 — , , sin ö = , , tg ö = 4^ • • (4) 

folglich ist konstant. Die (Tangente der) Schranbenlinie bildet also 
immer denselben Winkel mit der Acbse. Dieser Winkel ist derselbe 
den die Tangenten an die Projektion der Eurre auf die xjst- Ebene in 
den Durchschnittsponkten mit der Projektion der Achse bilden. Er ist 
femer das Komplement des S. 131 als ^^Steigung^' bezeichneten Win- 
kels X. 

Ans Gl. (4) folgt, wenn r und gegeben sind, so kennt man auch 
h und damit H, also ist eine Schranbenlinie, die einem gegebenen 
Zylinder angehSrt, anch bestimmt, wenn man einen ihrer Punkte 
und die zugehörige Tangente kennt; kennt man aber nur die Neigung 
der Tangente, so erhält man zwei Schraubenlinien. 

Tragt man auf den Tangenten vom Berührungspunkte aus ein 
konstantes Stück r • tg a ab, so erhält man eine Kurve von der Gleichung 

cos (qp + «) sin (op 4- a) t • i x 

cos a ' ^ cos a ' ^ ^ 

Setzt man nun 

cos« 1X1 XI > 

80 kann man diese auch schreiben als 

x = r^ cos 9i, y =» rj sin (p^ z + h(a — tg a) =- hq)^. 

Also ist diese Kurve eine neue Schraubenlinie; durch Variation von a 
erhält man deren oc^, sie haben aUe dieselbe Steigung. 

Setzen wir in 61. (3) jgr -> 0, so erhalten wir für die Koordinaten 
a?i, tfi des ersten Spurpunktes T^ von t folgende Ausdrücke 

a?! = r • cos g? + r^p • sin qp, y^ = r • sin qp — rqp • cos qp. . (5) 

Nimmt man qp variabel, so stellen diese (Nr. 189 VII) eine Kreisevolvente 
dar, also ist die Schnittlinie der von den Tangenten einer Schrauben- 
linie gebildeten abwickelbaren Fläche mit einer znr Achse senkrechten 
Ebene eine Kreisevolvente. 

Für den Bogen s der Schraubenlinie gezählt vom Punkte P^ bis 
zum Punkte P mit dem Parameter qp ergibt sich aus (1) 

Nimmt man s als Parameter so wird (1) zu 

0? = r • cos ■ ,' y = r • sin — , g = , • 



1) Die Länge einer ganzen Windung ist daher 2«yr* + Ä*. 

/Google 
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Auch aus dieser ergibt sich gemäß der Formel (9') auf S. 101 , daß 
die Schraubenlinie überall dieselbe Krümmung hat, nämlich , , ,, - 

219. Als Gleichung der Schmiegungsebene ergibt sich nach Nr. 194 

a? — r • cos (p y — r • sin 9 b — hq) 

— r • sin 9? r ' cos tp h =«0, 

— r • cos (p — r • sin 9? 



oder 



sin 9? — y • cos 9 + -^ ^ =- rq). . • . . . (6) 



Setzen wir hierin g ^^0, so ergibt sich die allgemeine Gleichung 
der Tangente an die vorhin genannte Ereiseyolyente. 

BesKeichnen wir den Winkel den die Schmiegungsebene mit der 
Achse O0 bildet mit d', so zeigen uns die Gl. (6), daß 



cos '©•=— 



V'+i 



Vr' + Ä« 



Da diesegr Ausdruck unabhängig von q), also konstant ist, so bflden 
die Schmiegangsebenen einer Schranbenlinie mit der Zylinderachse 
alle denselben Winkel. Die Ebene (6) ist offenbar senkrecht zu der 
mit der Gleichung x cos (p + y ' sin <p ^ r, d. i. die durch denselben 
Punkt gehende und den Zylinder längs der zugehörigen Erzeugenden 
berührende Ebene. 

Eine bemerkenswerte Eigenschaft unserer Kurve erhält man auf 
folgende Weise, indem man ihre Schnitte mit einer beliebigen Ebene 
des Raumes betrachtet, also mit 

Äx + By + Ge + D^O. 

Ist (Pq der Parameter irgendeines dieser Punkte P^, so ist 

r(-4.-cos q)Q + JB-sin (p^) + Ghtp^ + D =- 0, . • . (a) 

während die Gleichung der Schmiegungsebene in diesem Punkte ist 

rc sin 9^0 — y cos (p^"'— rtp^ + ^ ^ ^ ^' . • • (b) 

Da nun (p^ der GL (a) genügt, so wird (b) befriedigt sein, wenn man 
die X, y, z so wählt, daß 

rz 
— y X — r h 

oder 

r^ _rM D 
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n. Bach. Kurven. 



Dies Resultat gibt in Worte gekleidet den folgenden 
Satz von Reye: Die Schmiegnngsebenen einer Schranbenlinie in 
den Punkten in denen sie von einer beliebigen Ebene geschnitten 
wird, laufen dnrch einen Pnnkt der letzteren. 

In ähnlicher Weise läßt sich zeigen, daß die hierzu duale Eigen- 
schaft besteht, nämlich: Die Berfihmngspunkte einer Schraubenlinie 
mit den Schmiegungsebenen, die durch denselben Pnnkt gehen, liegen 
in einer Ebene, die denselben Pnnkt enthält. 

220. Die bequemste Art, die Schraubenlinie graphisch darzu- 
stellen, * erhält man bei Anwendung der Mongeschen Methode, indem 
man die Grundfläche des Zylinders als Grundrißebene nimmt und die 
Aufrißebene zum Radius OPq parallel. Dann pro- 
jizieren sich alle Punkte des Zylindermantels, 
also auch der Schraubenlinie, in die Peripherie 




des mit OPq beschriebenen Kreises. 



Po' fällt 



dann mit Pq zusammen, P^" ist der Schnitt der 
zugehörigen Ordinate mit der Qrundlinie. Die 
Punkte Pi, Pj, Ps . . . P_i, P^j . . ., die auf der 
Erzeugenden ^0 liegen, projizieren sich im Grund- 
riß auf Pq, im Aufriß fallen sie auf g^' im Ab- 
stände ± H, 2H, 3H. . . von P^ (s. die Fig. 80). 
Die Erzeugenden des Zylinders, der die Schrau- 
benlinie trägt, projizieren sich im Aufriß sämt- 
lich als Senkrechte zur Grundlinie gelegen inner- 
halb des Streifens, der von den beiden zu ihnen 
parallelen Tangenten des Grundkreises begrenzt 
wird. — Um nun den Aufriß punktweise zu 
konstruieren, beachten wir zunächst, daß dieser 
eine Sinusoide ist (vgl. Nr. 217) und daß alle 
Windungen einander kongruent sind; demnach 
genügt es die erste Windung zu zeichnen. Zu 
dem Zwecke teilen wir den Grundkreis des Zy- 
linders vom Punkte P^, in der Richtung wie die Erzeugende laufen 
soll, in eine Anzahl n gleicher Teile, z. B. wie in der Figur geschehen, 
in 12 Teile; diese Teilpunkte sind dann als die Horizontalprojektionen 
ebensovieler Punkte der Schraubenlinie A^, Ä^y -^j . . . -4„_i aufzu- 
fassen. 

Um nun z. B. den Punkt -4^" zu konstruieren, beachte man zuerst^ 
daß er auf der durch Ä^ gehenden Ordinate liegen muß. Seine hori- 

zontale Kote, die Ordinate /s ergibt sich zufolge Gl. (2), da q> = Jc' -^ 

H 

ist, als;gr = Ä — Wir haben daher die Strecke P^" P/' nur in n 
gleiche Teile zu teilen und durch den Tc^^ Teilpunkt eine Parallele 
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ziir Grundlinie zu zi^en; sie schneidet die besagte Ordinate in A^\ 
Auf solche Weise erhalten wir gleich w — 1 Punkte außer P^" und P^" 
fOr den Aufriß, die wenn n hinreichend groß ist, zur Zeichnung ge- 
nügen. 

Um in einem beliebigen Punkte M der Schraubenlinie die Tan- 
gente i zu erhalten, beachten wir, daß zunächst t' die Tangente an 
den Kreis in M! ist. t" muß durch Jf" gehen, also brauchen wir 
nur noch einen Punkt der Tangente zu haben. Als solchen nehmen 
wir zweckmäßig den ersten Spurpunkt 2\ von t Seine Koordinaten 
erhalten wir aus Gl. (6), indem nämlich die von M! sind r cos 9?, 
T sin ffy bekommen wir 

r^> ist aber die Bogenlänge T^M.' auf dem Grundkreise. Man hat 
also diesen Bogen zu rektifizieren (vgl. Nr. 177) und auf t' von M! 
aus in der Richtung M! . . T^ eine Strecke gleich diesem Bogen abzu- 
tr^en; der Endpunkt ist T^ = T^'. Daraus erhält man sofort T^\ das 
mit M." verbunden i" liefert. Damit ist die Tangente völlig bestimmt, 
und man kann leicht ihren zweiten Spurpunkt finden. 

um die Schmiegungsebene in M zu erhalten, erinnere man sich, 
daß sie durch t geht, und daß daher ihre Spurlinien t^y i^ durch T^, T^ 
gehen müssen. Außerdem zeigt uns Gl. (6)/ daß \ die Gleichung hat 

X • sin 9? — y • cos ^> « r^?, 

also ist 1^^ parallel zu 0M\ d. i. senkrecht zu t\ Man hat demnach, 
um \ zu erhalten in T^ auf t' die Senkrechte zu errichten. Verbindet 
man alsdann den Punkt T^^ = ^^a^j mit Tg; so erhält man die zweite 
Spur ^2 der gesuchten Ebene. 

Anmerkung: Da \ Tangente an den Ort der Punkte 2\, das ist 
die Evolvente des Grundkreises ist, so ist man also auch imstande 
an diese Kurve die Tangente zu zeichnen. 

221. Nachdem wir so die Darstellung der Punkte, Tangenten 
und Schmiegungsebenen kennen gelernt haben, können wir leicht weitere 
Aufgaben über die Schraubenlinie lösen. So können wir (vgL Nr. 217) 
die Zykloide konstruieren, die ihren Schatten auf eine zur Achse senk- 
rechte Ebene darstellt, wenn sie von einem unendlich fernen Punkte 
beleuchtet wird, oder die hyperbolische Spirale, die entsteht, wenn sie 
zentral von einem Punkte G der Achse auf eine ebensolche Ebene 
projiziert wird. Alsdann projiziert sich jeder Punkt M der Kurve in 
den Spurpunkt M^ der Geraden GM^ der auf dem Radius OW des 
Basiskreises liegt, wenn M.' die erste Orthogonalprojektion von M ist. 
Andere Projektionen lassen sich mit Bilfe des in Nr. 19 angegebenen 
Verfahrens finden. Wir wollen noch auf einige andere Aufgaben hin- 
weisen. 
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I. Diejenigen Punkte einer Schranbenlinie zn bestimmen, in denen 
die Tangenten parallel zn einer gegebenen Ebene t sind. 

Alle Tangenten bilden mit der Achse denselben Winkel (s. Nr. 218); 
wenn man daher von einem Punkte V der Achse^ der im Abstände c von 
liegt^ die Parallelen zu diesen Tangenten zieht, so bilden diese einen 
geraden Kegel, der als Grundfläche den Kreis K um mit dem Radius 
c • tg hat. Wir legen nun durch V die Ebene s parallel zu r und 
suchen die Punkte, in denen ihre Spurlinie K schneidet. Ist Y einer 
dieser Punkte, so sind diejenigen Tangenten des Kreises F', der den 
Grundriß der Schraubenlinie bildet, die parallel zu OF laufen, die 
ersten Projektionen der gesuchten Tangenten. Zieht man daher durch 
den zu F senkrechten Durchmesser von F', so sind seine End- 
punkte die ersten Projektionen der auf der ersten Windung gelegenen 
gesuchten Punkte; die zweiten ergeben sich leicht. Auf jeder Windung 
liegen zwei Punkte von der verlangten Eigenschaft. 

IL Diejenigen Punkte einer Schraubenlinie zn bestimmen, in 
denen die Schmiegnngsebenen parallel einer Geraden g sind. 

Wir legen durch g die beiden Ebenen, die mit der Grundrißebene 

den Winkel y — -ö" bilden, wo d' der in Nr. 219 bezeichnete Winkel 

ist. Ist <? = [5i, Sg] eine von ihnen, so ist einer der gesuchten Schmie- 
gungsebenen parallel. Nun sahen wir, daß die Spur i^ einer Ebene^ 
die unsere Kurve in dem Punkte M oskuliert, parallel zum Radius OM' 
ist. Ziehen wir also durch die Parallele zu s^, so schneidet sie die 
erste Projektion der Schraubenlinie in zwei Punkten, die beide als 
Grundriß der gesuchten, auf der ersten Windung gelegenen Punkte 
angesehen werden können. Natürlich liegen auf jeder Windung zwei 
ebensolche Punkte. 

III. Die Schmiegnngsebenen einer Schraubenlinie zn finden, die 
durch einen festen Punkt F gehen. 

Alle Schmiegnngsebenen bilden mit der Grundrißebene den kon- 
stanten Winkel -r — 'd', demnach haben die durch F gehenden als 

Spuren Gerade, die den mit c*tgd' um F' beschriebenen Kreis K be- 
rühren, wo c die Horizontalkote von F ist. Anderseits umhüllen die 
Spuren der Schmiegnngsebenen eine Kreisevolvente E, die wir in der 
vor. Nr. punkt- bzgl. tangentenweise zuzeichnen gelernt haben. Also 
sind die ersten Spuren der gesuchten Ebenen die gemeinsamen Tan- 
genten von K und E. Die zweiten Spuren findet man mit Benutzung 
des ümstandes, daß die Ebenen durch F gehen müssen. — Zur Kon- 
trolle benutze man den Satz von Reye (Nr. 219). 

IV. Eine Schraubenlinie darzustellen, von der man die Achse 
a s {a\ a'% einen Punkt F^ s {F^\ Pol, die GanghShe H nnd den 
Drehnngssinn kennt. 
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Die Aufgabe ist leicht; wenn a senkrecht zu einer Projektions- 
ebene oder parallel der Gh-undlinie ist. Im allgemeinen Falle fassen 
wir Pq als Anfangspunkt der Schraubenlinie auf und legen durch ihn 
zunächst die zu a senkrechte Ebene r = p^, ^,] (s. Nr. 31), die a in 
treffen möge. Von der Ebene r werden wir auch zweckmäßig die 
Affinitätsachse l mit Hilfe der Geraden CP^ konstruieren. Nun legen 
wir die Ebene r in die Grundrißebene um, und zeichnen (siehe die 
Fig. 81) die ümlegungen (P^) 
und (Oj; der um {G) mit {C){P^) 
beschriebene Kreis (K) ist dann 
die XTmlegung des Grundkreises 
des Zylinders dem die Schrauben- 
linie aufgezeichnet ist. Wir teilen 
nun den Kreis (K) von (P^) aus 
in eine beliebige Anzahl n glei- 
cher Teile. Es sei {Mj) der Tc^ 
dieser Teilpunkte, so können 
wir hieraus M^ sowie Mj^' ab- 
leiten mit Benutzung Yon l. 
Mj^ = {M^y M^') wäre dann die 
Projektion eines Punktes M der 
Schraubenlinie auf die Ebene r 
und wegen der charakteristischen 
Eigenschaft dieser Linie, ist dann 

MM.^k^, folgKch M'Mj; = 

H 
k — cos/Ju wenn ß^ die Neigung der Achse a gegen die Grundrißebene 

ist. Ziehen wir also durch Jtf/ die Parallele zu a', in der durch den 
gegebenen Drehungssinn bestimmten Richtung, und geben ihr diese 
Länge, so ist der Endpunkt M' die erste Projektion des Punktes M der 
Kurve. Die Ordinate von M' schneidet dann die durch M^' zu a" ge- 
zogene Parallele in Jf". Durch Variation von k (bzw. n) erhält man 
beliebig viele weitere Punkte in derselben Weise. 




Fig. 81. 
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Drittes Buch. 
Flächen. 

Erstes Kapitel. 
Allgemeines über die Flächen. 

g 1. Flächen als geometrisohe Örter von Funkten. 

222. Lassen wir eine reelle Kurve sich im Räume bewegen, 
während sie selber sich nach einem bestimmten Gesetze deformiert, 
indem sie eine einfach unendliche Folge von Formen und Lagen an- 
nimmt, so ist der geometrische Ort der von ihr eingenommenen Lagen 
eine Fläche. Die bewegliche Kurve heißt die erzeugende Kurve 
oder ihre Erzeugende. Jene Kurve kann nun (s. Nr. 192) vermittels 
eines Parameters t in rechtwinkligen Koordinaten durch drei Gleichungen 
von folgendem Typus dargestellt werden: 

Hierbei muß jedoch zugegeben werden, daß die Koeffizienten, die in 
dieiien drei Fimktionen auftreten, auch nicht mehr konstant sind^ son- 
dern wiederum Funktionen eines anderen Parameters u sind. Um dies 
auszudrücken, wollen wir schreiben 

x^l{t,u), y^ri{t,u), z^l{t,u) (1) 

Jedem Werte von u entspricht dann eine der erzeugenden Kurven, 
und jedem Werte von t ein Punkt derselben, d. i. ein Punkt der Fläche. 
Man kann jedoch in Gl. (1) auch t festhalten, und u als veränderlich 
ansehen; alsdann stellt bei jedem Werte von t die Gl. (2) eine Kurve 
dar, die der gegebenen Fläche angehört; variieren wir t, so entsteht 
eine zweite Reihe von oo^ Kurven, die der Fläche angehören, und als 
die Glieder eines zweiten Systems von Erzeugenden, derselben 
Oberfläche angesehen werden können. Die Fläche ist also von einem 
doppelten System von Kurven überzogen; zwei beliebige Kurven der 
beiden verschiedenen Systeme schneiden sich in einem Punkte der 
Fläche, während umgekehrt durch jeden Punkt der Fläche (im allge- 
meinen) eine Erzeugende von jedem System hindurchgeht.^) 

Wir wollen mit Kurve (u) diejenige Erzeugende des ersten Systems 
bezeichnen, die dem Werte u des Parameters entspricht, mit Kurve (ß) 



1) Die geographischen Karten bieten, mit ihren Parallelen und Meridianen, 
ein übliches Beispiel solcher Betrachtung. 
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jene des zweiten, die dem Werte t entspricht, und mit Punkt {t, u) 
jenen Punkt der FBche, dem die beiden Parameter t und u zukommen. 
Jede analytische Darstellung vom Typus (1) wollen wir als para- 
metrische Darstellung der Fläche bezeichnen. Aus einer solchen 
Darstellung lassen sich unendlich yiele ableiten, indem man t, u gleich 
beliebigen, aber von einander unabhängigen Funktionen von zwei neuen 
Parametern setzt. Jeder solchen Darstellung entspricht eine Erzeugungs- 
art der Fläche durch die mit einer Deformation verbundene Bewegung 
einer Kurve. 

Stellen wir zwischen den Yariabeln t, u eine beliebige Beziehung 
her, etwa <o(t,u) = 0, oder nehmen sie als Funktionen einer dritten 
unabhängigen Variablen s, etwa t = q>(s),u ^ x(s), so scheiden wir 
aus der Gesamtheit der oo' Punkte der Oberfläche, eine Folge von oo^ 
Punkten aus; wir erhalten so zwei analytische Darstellungen irgendeiner 
Kurve auf der Flache, die eine Verallgemeinerung derjenigen sind, die 
wir früher (Nr. 177) für eine ebene Kurve angewendet haben. 

Durch Elimination von t und u aus den 61. (1) entsteht eine 
Gleichung von der Form 

f(x,y,z) = (2) 

Sie heißt die Gleichung der Fläche und kann ebensowohl wie 
Gl. (1) zur Untersuchung der geometrischen Gebilde dienen, mit denen 
wir uns hier beschäftigen. 

Umgekehrt: ist die Gl. (2) gegeben, so kann man aus ihr auf un- 
zählig viele Weisen eine parametrische Darstellung der Fläche her- 
leiten; zu diesem Zwecke kann man beispielsweise auf folgende Art 
verfahren: Wir lösen Gl. (2) nach auf und setzen also 

0^F(x,yy, 

alsdann läßt sich die Fläche darstellen durch die Gleichungen: 

X =. (p(t, w), y = x{^^ «*); ^ = F[<p{t, w), %(f, u)]; 

wo q) und x beliebige, von einander unabhängige Funktionen für die 
Parameter t, u sitid. 

In dem besonderen Falle, daß die Funktion f(x, y, 0) in das Pro- 
dukt der r Funktionen /l, /i, . . . /). zerfällt, stellt die GL (2) die Ge- 
samtheit von den r Flächen /^(fl?, y, ;8?) = (i =* 1, 2, 3 . . . r) dar, und 
man sagt, die Fläche sei zusammengesetzt, im anderen Falle heißt 
die Fläche einfach, und das ist der Fall, den wir als normal ansehen 
woUen. 

Sind, umgekehrt, die Funktionen |, rj, g oder die Funktion F ge- 
geben, so wird i. a. durch die Gleichungen (1) oder (2) eine Fläche 
bestimmt. Die Funktionen |, iy, g, f wollen wir dahin einschränken, daß 
mindestens eine keine Konstante sei, und daß ihre Koeffizienten reelle 
Zahlen seien; man nennt dann die Fläche reell; dies schließt jedoch 
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nicht ein; daß die betrachteten Flächen auch reelle Punkte haben. ^) 
Femer sei angenommen^ daß die Funktionen i. a. kontinuierlich seien 
und Ableitungen der betrachteten Ordnung für alle Werte der in sie 
eingehenden Yariabeln besitzen. 

Zwei Gleichungen vom Typus (2), wie 

stellen zugleich betrachtet den Schnitt der beiden dargestellten 
Flächen dar, also die beiden Flächen gemeinsame Kuire. Diese wird 
reell genannt, wenn die betrachteten Flächen beide reell sind, dennoch 
ist es möglich, daß sie keinen reellen Punkt hat. 

Zur Übung^: Sind in Gl. (2) die Koeffizienten komplexe Zahlen, so enthält 
die Fläche dennoch im allgemeinen eine reelle Kurve. 

223. Ist eine Fläche ST durch eine Gleichung vom Typus (2) ge- 
geben, so können wir die Betrachtungen, die wir bei den in ähnlicher 
Weise dargestellten ebenen Kurven gemacht haben (vgl. Nr. 178), in 
geeigneter Weise verallgemeinert auch hier wiederholen, wie wir so- 
gleich dartun wollen. 

Es sei Po(^o? Vq} ^o) ®^° beliebiger fester Punkt im Räume. Durch 
ihn ziehen wir eine beliebige Gerade g, die mit den Koordinatachsen 
die Winkel a, ß, y bildet; alsdann besteht die Beziehung 

cos^a + cos'^ -I- cos^y = 1, (3) 

und die Gerade g wird dann dargestellt durch die Gleichungen 

cos« coB^ cosy ^ ^ 

Infolgedessen lassen sich die Koordinaten eines beliebigen Punktes P 
von g darstellen in der Form 

^ = ^0 + ^ cos a, y = yo + P cos /3, z=-fS^-\-fi cos y, . (6) 

wo Q den Abstand der Punkte P und P^ bedeutet. Die Schnittpunkte 
T^^'P^, , , von g mit JF entsprechen dann denjenigen Werten von p, 
die der Gleichung genügen 

fi:^^ + 9 cos a, yo + ^ cos ^, a^-^- q cos y) =- 0, 
oder, wenn wir nach wachsenden Potenzen von q ordnen, 

+ f;((SW'^+--- + 2(äffc)„cos/Jcos, + .-) . (6) 



1) Ale Beispiel diene o;* + y • + ^' + ♦*' = ö- 
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Nehmen wir nun an, daß Pq der Fläche angehöre, so wird einer 
der Abstände PqP^, P^P^ , , , gleich Null werden; alsdann hat die Gl. (6) 
eine Wurzel (> = 0; in der Tat fehlt dann in (6) das bekannte Glied, 
da ja in diesem Falle /"(ar^,, y^, 0^ = wird. Von dieser Wurzel be- 
freit lautet dann die Gleichung: 



&Oo-- + (fDo-^ + (rOo-^ 



''^{dyi 

+f;{---}+-.-=o. 



^ii{i^^l->^'- + --' + ^(M-X'->sß<^sy + ^..} . (60 



Wählen wir jetzt die Gerade g, die bisher beliebig durch P^ ge- 
zogen war, in geeigneter Weise, so können wir bewirken, daJB noch 
ein zweiter der Schnittpunkte von g mit JF mit Pq zusammenfällt, 
d. h. daß (6) nicht nur eine, sondern zwei Wurzeln ^ = habe; hierzu 
genügt es, die Winkel a, /3, y so zu wählen, daß 

Erinnern wir uns nun, daß von den Winkeln a, /3, y nur zwei 
voneinander unabhängig sind (s. Gl. (3)) und daß, wenn die drei Ab- 

/)f /)f rif 

leitungen '^t y~i Y' ^^^* ^® ™ Punkte P^ zugleich Null sind 
(d.h. wenn P^ ein gewöhnlicher Punkt. der Fläche /*(a;, y, je?) = ist), 
nun eine Beziehung (7) zwischen ihnen besteht, wodurch sich jene 
Bedingung auf eine einzige reduziert, so erkennen wir, daß man dnrch 
einen gewtthnliclien Punkt einer Fläche nnzählig viele Geraden ziehen 
kann, die sie in 2wei mit jenem zusammenfallenden Punkten schneiden. 
Diese Geraden heißen die Tangenten an die Fläche im Punkte Pq. 
Um die Gleichung des geometrischen Ortes dieser Tangenten zu finden, 
beachten wir, daß wenn {x^ y, z) ein beliebiger Punkt derselben ist, 
die Gl. (4) bestehen müssen, und daher wird (7) zu 

&0o(^-^'>) + ©o(^-^«) + (|-0o(^-^o) = O. . (8) 

Betrachten wir nun hierin Xy j/, z als laufende Koordinaten, so 
stellt diese Gleichung jenen Ort dar; da sie nun vom ersten Grade, und 
im allgemeinen bestimmt ist, so stellt sie eine Ebene dar, die dieBe- 
rührungs- oder Tangential-Ebene der Fläche genannt wird. 
Damit ist also gezeigt: Ffip jeden Punkt P^ der dnrch /(o?, y, z) = 
dargestellten Fläche 7, für den die ersten drei Ableitungen existieren, 
und nicht alle gleich Nnll sind, liegen alle dort berührenden Ge- 
raden in einer Ebene. Diese Ebene ist auch der Ort der einfach un- 
endlich vielen Geraden, die die durch P^ gehenden auf der Fläche 
gezeichneten Kurven in diesem Punkte berühren, und daher: I^t eine 
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Ennre der Schnitt zweier Fläclieii, so ist die Tangente in einem be- 
liebigen ihrer Punkte JP die Schnittlinie der beiden Tangentialebenen 
an jene beiden Flächen in JP. 

224, Aus dem Obigen ergibt eich: Um die Ebene x^ zu kon- 
struieren, die eine Fläche JF in einem Punkte P^ berührt, genügt es, 
zwei beliebige durch P^ gehende und auf JF liegende Kurven F und J 
zu betrachten, und an diese beiden in P^ die Taugenten zu ziehen; 
diese l)estimmen dann Tq. Als solche Kurven kann man zweckmäßig 
zwei ebene Schnitte von 7 nehmen, oder wenn man die para- 
metrische Darstellung kennt, als F die durch Pq gehende Kurve (t) 
und als ^ die entsprechende Kurve (te). Diese Wahl führt leicht dann 
zur Gleichung der Berührungsebene an eine durch GL (1) dargestellte 
Fläche, wie wir jetzt zeigen wollen. 

Es seien t^y u^ die Parameterwerte von t und u die zum Punkte Pq, 
in dem man die Berührungsebene legen will, gehören. Da die Gleichung 
der Kurve (u^ lautet 

so muß die Tangente an sie im Punkte Pq folgende Gleichung haben 
(s. Nr. 193) 

\di)o [ji/Q \di)o 

Ähnlich hat die Tangente in P^ an die Kurve (#q) die Gleichung 

\du/o KduJo Kdufo 

Nun liegen aber diese beiden Geraden in der durch folgende Gleichung 
dargestellten Ebene: 

^ ~ iQoy «*o) y - ^(^0. Wo) ^ - 5(^0^ Wo) 

(av)o (ä?)o ('dt)o =0. . (9) 

(^A) (h.\ (^S) I 

\du/o \duJo \du/o I 

Diese Gleichung ist im allgemeinen bestimmt, und daher ist sie die 
Gleichung der Tangentialebene im Punkte Po(ho, ^o) an die Fläche (1). 

226. Wir wollen jetzt untersuchen, ob eine durch den Punkt Pq 
der Fläche gelegte Gerade g die Fläche in drei mit Po zusammen- 
fallenden Punkten treffen kann. Damit dies eintrete, muß g zunächst 
in der Berührungsebene liegen, und femer müssen die Richtungskosinus 
von g folgender Gleichung genügen: 
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Sie muß also, außer daß sie der durch (8) dargestellten Ebene ange- 
hört, noch auf dem Kegel zweiter Ordnung liegen, der folgende Glei- 
chung hat 



(fF.).(*-^o)*+--+2(^,\(y-j^„)(.-.o) + --- = 0. (10) 

Da Pq der Scheitelpunkt dieses Kegels ist, so folgt hieraus: Unter den 
Geraden, die eine Fläche in einem gewöhnlichen Punkte Pq hertthren, 
gibt es im allgemeinen zwei, die die Fläche in drei mit Fq zusam- 
menfallenden Punkten treffen. Man nennt dieselben die Haupttangen - 
ten der Fläche in jenem Punkte. Jenachdem sie reell und verschieden, 
zusammenfallend, oder konjugiert imaginär sind, heißt der Punkt ein 
hyperbolischer, parabolischer oder elliptischer. Im allgemeinen 
enthält eine Fläche ein Gebiet hyperbolischer und eins elliptischer Punk- 
te, die durch eine Folge parabolischer Punkte geschieden sind, die so- 
genannte parabolische Kurve der Fläche. Der Punkt (a?Q, yo, ^ef^) ist 
hyperbolisch, parabolisch oder elliptisch, jenachdem die Ebene (8) den 
Kegel (10) in zwei reellen getrennten, zwei zusammenfallenden, oder 
konjugiert imaginären Geraden schneidet, oder, wie eine kurze Rech- 
nung beweist, jenachdem ^ = 0, indem man setzt 



(11) 
(jy ) 

\dydxj^ 

\()zdx}„ 

\dx). 



Xdxdyl^ 

\dy*r 
(J!L\ 

\dzdy/o 

m 



( d*f \ (df\ 
\dxdz)^ \dx)^ 



\dydz)^ 







(11) 



Die parabolische Kurve einer Fläche wird daher durch das System der 
beiden Gleichungen dargestellt, die man erhält, wenn man sowohl die 
Determinante J als auch die Funktion /"(aj^, y^y Zq) gleich Null setzt. 
Vergleicht man diese beiden Gleichungen mit den 61. (6) in Nr. 178, 
so erhellt daraus die Analogie der parabolischen Punkte einer Fläche 
mit den Wendepunkten einer ebenen Kurve. 

Um festzustellen, wie sich die Fläche (2) in der Umgebung eines 
ihrer Punkte Po(^o> tfoy ^o) verhält, lösen wir ihre Gleichung nach einer 
der Koordinaten auf und erhalten so z. B. 

= F{x, y); 

alsdann wird die Gleichung der Berührungsebene im Punkte Pq 

(^--o)©,+ (y-^o)Q,-(^-^o) = o, . . (8-) 



Loria-Schatte: Darstellende Geometrie. II. Bd. 



10 



Digitized by 



Google 



146 m. Buch. Fttchen. 

während 



( d*F\ / d*F \ 

/ d*F \ / d*F \ 
\dydxK UyV. 



(11') 



wird. Eb sei nun P(x^ + ä, y^ + Je, e^ + l) ein dem Pq unendlich nahe 
liegender Punkt der Fläche , also h, Tc, l unendlich kleine Ghrößen; die 
durch die Beziehung js^+l^^ F{x^ + %; Vo + %) miteinander yerknüpft 
sind, oder da ja e^^ i{x^j Vo)} so ist 



h 



■»©+'fa+^(»'(S)+^»*G4^).+''Q>^(-)- 



Der Abstand jenes Punktes P von der Berührungsebene in P^ wird 
dann ausgedrückt durch 



d- 



i/(if)>{i):- 



+ 1 



Da nun h^ 1c unendlich kleine Größen sind, so hängt das Vorzeichen 
Yon 6 ab von dem des Trinoms 



»'d^i+^^'G^A+^im 



und es ist bekannt, daß, wenn ^ > 0, dieses ein mit den Werten und 
Vorzeichen von h und k veränderliches Vorzeichen hat, während, wenn 
jJ <0f dieses Vorzeichen konstant ist. Dies zeigt uns, daß es im ersten 
Falle Punkte auf der einen und der anderen Seite der Berührungs- 
ebene Tq gibt, während im anderen Falle alle benachbarten Punkte auf 
derselben Seite von r^ liegen. Folglich: In der Nähe eines elliptischen 
Punktes liegt eine Fläche ganz auf derselben Seite der zugehörigen 
Bertthmngsebene, während sie in der Nähe eines hyperbolischen teils 
auf der einen, teils auf der anderen Seite jener Ebene liegt. 

Die obigen Betrachtungen führen auch zu einer Bestimmung der 
parabolischen Kurve einer Fläche, deren parametrische Darstellung man 
kennt. Ist nämlich 6 wieder der Abstand des Punktes {t + hy u + k} 
von der Ebene, die die Fläche (1) in (t, u) berührt, so hat man we- 
gen Gl. (9) 

|(^+Ä,u+Ä)-|(^,u) rj{t+h,u+k)^ri(t,u) f(^+A, «+*)-?(<, tt) 

H dn H 

dt dt dt 

H dn dl 

du du du 



Dd- 



wo D die positive Quadratwurzel aus folgender (Jröße ist: 

/Google 
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beschrimkeu, 



2Dd = h* 





dl 


dn dt\ 


1 








dt dt dt 






dl dn dt 






du du du 




wir uns auf die unendlich kleinen Glieder zweiter Ordnun 


d*l d*n d*i 
dt* dt* dt* 


d*i d*n d*i 

dtdu dtdu dtdu 




d*i d*n d*t 
du* du* du* 


dt dt dt +^** 


d% dn di 

dt dt dt 


+ *' 


dl dn dt 

dt dt dt 


ai dn di 

du du du\ 




dl dn dt 
du du du 




dl dn dt 

du du du 



Jenachdem nun die Determinante dieser binären quadratischen Form 
in Ä, Ä größer, gleich oder kleiner als NuU, ist der Punkt (^, u) hyper- 
bolisch, parabolisch oder elliptisch; folglich hat der Ort der parabolischen 
Punkte die Gleichung 



d*l d*n d*t 




d*i d*n d*t 




d*l 


d*n 


d*t 


dt* dt* dt* 




du* du* du* 




dtdu 


dt-du 


dt-du 


dl dn dt 

dt dt dt 


• 


dl dn dt 
dt dt dt 


— 


dl 

dt 


dn 

dt 


dt 

dt 


dl dn dt 




dl dn dt 




dl 


. dn 


dt 


du du du 




du du du 




du 


du 


du 



0.(11") 



226. Zu der angegebenen Unterscheidung der drei Arten von 
Punkten einer Fläche 7 gelangt man auch durch Betrachtungen an- 
derer Art, die wert sind, daß wir uns mit ihnen bekannt machen. Wir 
betrachten die Kurve F, in welcher die Berührungsebene r^ des ge- 
wöhnlichen Punktes P^ die JF schneidet. Jede beliebige durch P^ 
gehende in Tq gelegene Gerade g ist Tangente der Fläche, d. h. schnei- 
det sie in zwei mit P^ zusammenfallenden Punkten; diese gehören aber 
auch der Kurve F an, folglich berührt g auch die Kurve in P^. T 
hat also die Eigenschaft, von jeder durch P^ gehenden Geraden ihrer 
Ebene in P^ berührt zu werden; dies erfordert aber nach Nr. 181, 
daß P^j wenigstens ein Doppelpunkt (wenn nicht ein vielfacher Punkt) 
von r sei. Also hat die Schnittknrye einer Berfilimngsebene mit 
einer Fläche im Berührungspunkte einen Doppelpunkt.^) Die beiden 
Tangenten aber an P in Pq schneiden Pund folglich auch JFin drei- 
zusammenfallenden Punkten, sie sind also die schon früher als solche 
bezeichneten Haupttangenten. Jenachdem diese reell und getrennt, 

1) Die oo' Berühnmgsebenen einer Fläche Bchneiden «ie daher in ebenso- 
▼ielen Kurven, deren jede einen Doppelpunkt hat. Es sei im Vorübergehenden 
bemerkt, daß eine Fläche i. a. oo^ Berührungsebenen besitzt, deren Schnittkurve 
zwei Doppelpunkte besitzt, und eine endliche Anzahl, die drei derselben haben; 
es sind die sogenannten Bitangential- oder Tritangeutialebenen. 

10* 
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zusammenfallend oder konjugiert imaginär sind, ist Pq für Fein Knoten, 
eine Spitze, oder ein isolierter Punkt. Andererseits sahen wir, daß jene 
drei Fälle den drei genannten Arten von Punkten einer Fläche ent- 
sprachen, und somit können wir auch folgendes andere Kriterium 
aufstellen: Ein Punkt einer Fläche ist hyperbolisch, parabolisch oder 
elliptisch, jenachdem die zugehörige Bertthmngsebene die Fläche in 
einer Kurve schneidet, die in jenem Pnnkte einen Knoten, eine Spitze 
oder einen isolierten Pnnkt hat. 

227, Wir nehmen die Untersuchung der Gleichung (6) S. 142 wieder 
auf, lassen jedoch die bisher angenommene Bedingung fallen, daß nicht 
alle drei partiellen Ableitungen erster Ordnung der Funktion f gleich 
Null seien. Hingegen und allgemeiner wollen wir jetzt annehmen, daß 
für den (singulären) Punkt Po{oCq, y^, 0^) nicht nur die Funktion f, 
sondern auch alle ihre Ableitungen bis zur (r — 1)*®^ Ordnung, nicht 
aber alle der r^^ Ordnung, gleich Null werden. Alsdann beginnt die 
Gl. (3) mit dem Gliede in p'*, und folglich wird jede durch Pq ge- 
zogene Gerade die SF in r mit Pq zusammenfallenden Punkten schnei- 
den; infolgedessen hat jeder durch Pq gehende ebene Schnitt der Fläche 
diesen Punkt als r-fachen; man sagt dann, daß P^.ein r-f acher Punkt 
der Fläche sei. Damit also P^ von dieser Beschaffenheit sei, müssen 
für seine Koordinaten, die Funktion f, die drei ersten, die sechs 

zweiten, . . ., die I* (r — 1)*^^ Ableitungen nach x, y, ver- 
schwinden, Pq hat also im ganzen 

1 + 3 + 6 + .. . + ?:(!:±l)==!:^|i+?) 

Bedingungen zu genügen. 

Angenommen nun, dies sei der Fall, so kann man sich fragen, 
ob man durch Pq eine Gerade ziehen kann, die die Fläche nicht bloß 
in r, sondern in r + 1 niit Pq zusammenfallenden Punkten trifft. Es 
genügt offenbar, jetzt die Richtungskosinus der Geraden noch so zu 
wählen, daß auch der Koeffizient von q*" in Gl. (3) verschwindet, mit 
änderen Worten, daß 



V 



4y {2%Ml- '''''' ■ ''"^^ ■ ''''^ = ^' 



[i ^ 0, Ä ^ 0, 1^0, i + k + l=^r]. 

Hieraus folgt, daß es cx>^ solcher Geraden gibt, und diese bilden einen 
Kegel von der Ordnung r, der in folgender Weise dargestellt wird: 

Es ist der Tangentialkegel an die Fläche in dem betrachteten sin- 
jSTulären Punkte. Man kann aber durch Pq noch Gerade ziehen, die SF 
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in r + 2 mit Pq zusammenfallenden Punkten treflfen; hierzu ist nur 
erforderlieh, daß auch der Koeffizient von ()''+^ in öl. (3) verschwindet. 
Solche Geraden müssen dann auch auf einem Kegel von der Ordnung 
(r + 1) liegen, also gibt es im allgemeinen r(r + 1) solcher Geraden. 
Zusammenfassend können wir sagen: Alle die oo^ Geraden, die durch 
einen r-fachen Pnnkt Pq einer Fläche gehen, sehneiden die Fläche 
in r mit P^ zusammenfallenden Punkten; nnter ihnen gibt es aber 
oo^ auf einem Kegel r^^^ Ordnung gelegener Geraden, die mit der 
Fläche r + 1 mit Po zusammenfallende Funkte haben, und f (r + 1), 
die deren r + 2 haben. Für r =» 1 umfaßt dieser Satz die schon 
(S. 143 u. 145) angegebenen Eigenschaften eines gewöhnlichen Punktes, 
der Tangentialebene und der Haupttangenten. 

Aus den bekannten Eigenschaften der vielfachen Punkte einer 
ebenen Kurve (vgl. Nr. 181) und den angegebenen für die einer Fläche 
ergibt sich nun alsbald: Schneidet man eine Fläche mit einer durch 
einen r-fachen Punkt gehenden Ebene, so erhält man eine Kurve, 
für die jener Punkt ein f-facher ist; die zugehörigen Kurven- 
tangenten sind dann die Schnitte jener Ebene mit dem Tangential- 
kegel jenes Punktes an die Fläche. 

Wir bemerken noch: Schneidet eine Ebene Tq eine Fläche JF in 
einer Kurve r die in Po einen Doppelpunkt hat, so ist, wenn P^ 
nicht auch für JF ein vielfacher Punkt ist, r^ die Tangentialebene an 
fFin I^Q. In diesem Falle, wird nämlich jede durch Pq in Tq gezogene 
Gerade die JT, und demnach auch ST, in zwei mit Pq zusammenfallenden 
Punkten schneiden, die Ebene Xq ist also der Träger eines Büschels 
von Tangenten; infolgedessen ist, da Pq ein gewöhnlicher Punkt sein 
soU, Xq die Tangentialebene in P^ an ?F. 

228, Der einfachste Fall eines vielfachen Punktes entspricht der 
Annahme r =« 2; ein solcher Punkt heißt Doppelpunkt und sein Vor- 
handensein ist an das gleichzeitige Bestehen folgender vier Gleichungen 
geknüpft: 

A-o,yo,^o) = 0, (19 = 0, (|J).0, (19 = 0. (12) 

Da nun in (12) für die drei Unbestimmten Xq, y^, 0q vier Gleichungen 
bestehen sollen, so ist klar, daß, wenn man die Funktion ganz nach 
Belieben gewählt hat, dies nicht mögUch ist, somit besitzt eine Fläche 
im allgemeinen keine Doppelpunkte, oder anders gesagt: Flächen mit 
Doppelpunkten sind spezieller Art. Daß dieser Satz a fortiori für 
vielfache Punkte gilt, ist offenbar. Aus den Gleichungen (12) und der 
Gl. ^ = (11) der parabolischen Kurve zieht man sofort den Schluß, 
daß diese Kurve durch die Doppelpunkte geht. 

Nehmen wir an, daß die Gl. (12) erfüllt seien, dann hat der Berührungs- 
kegel an die Fläche in dem betrachteten Punkte (tr^,, y^, ss^ die Gleichung 
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(r/-).(*-*o)*+--- + 2(äf^).(y-yo)(*-'.) + ----o- a») 

Hat nun dieser Kegel außer der Spitze noch einen und infolgedessen 
unendlich yiele reelle Punkte, so heißt der Punkt P^ ein Knoten- 
punkt der Flache, da jeder durch P^ gehende ebene Schnitt P^ als 
Knotenpunkt hat; hat er aber außer dem Scheitel keinen reellen Punkt, 
so heißt er ein isolierter Punkt, da jeder P^ enthaltende ebene Schnitt 
diesen Punkt als isolierten hat. Es kann auch der Fall eintreten, daß 
dieser K^^l in zwei (reelle oder konjugiert imaginäre) Ebenen zer- 
fällt, alsdann heißt P^ ein biplanarer Punkt, und die Bedingung 
hierfür ist 



KdydxJt 

( ^'^ ) 

\d»dxL 



Kdxdy/t 

UyV. 



\dxde)t 
Kdydt), 



-0. 



Sind im speziellen alle Determinaten 2**' Ordnung in dieser Determi- 
nante gleich Null, so reduziert sich der Kegel aaf eine einzige in P, 
doppelt berührende Ebene, und Pg heißt dann ein uniplanarer Punkt 

Dieser Klassifikation der Doppelpunkte einer Fläche entspricht 
eine andere der vielfachen Punkte, die eine größere Zahl von E^en 
um&ßt; da sie keine prinzipielle Schwierigkeit bietet, so überlassen 
wir sie dem Leser als Übung. 

Es kann auch rorkommen, daß eine FUiche eine aus lauter Dop- 
pelpunkten (oder vielfachen Funkten) bestehende Linie enthält, eine 
sogenannte Doppel- (bzw. vielfache) Linie. Ist nämlich die Funktion 
f beispielsweise von der Art, daß 

so wird sein 

äl ~ '''» L"* "ä7*» + ''i-ä^J - L^ Tz ^1 + f'-dTJ f*' 

demnach verschwindet für alle Punkte der Kurve g>t=^0, 9>i >- die 
Funktion f mit ihren drei ersten Ableitungen, also ist jene eine Dop- 
pelkurve der Fläche. 

229. Wir nehmen noch einmal die Gl. (8) hervor, nämlich 
sie stellt, wenn x^^, y^, z^ gegeben sind, wobei ({x^, y^j z^ =» ist, und 



f-..[2t*.+^.^]-[^ 






%; 
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Xj y, z yariabely die Gleichung der Tangentialebene im Punkte P^ dar. 
Nehmen wir hingegen an, daß umgekehrt oJq, y^, e^ unbekannt, und Xj 
yy ^ gegeben seien, so stellen die beiden zuletzt geschriebenen Glei- 
chungen, die Gesamtheit der Punkte P^ der Fläche dar, die die Eigen- 
schaft haben, daß die zugehörigen Tangentialebenen durch den Punkt 
P(x, ff, z) gehen. Diese Punkte P^ bilden eine (im allgemeinen 
räumliche) Kurve, die durch das System der Gleichungen (8) und 

dargestellt wird. Offenbar ist sie auch der Ort der Berührungspunkte 
der Ton P and die Fläche 7 gezogenen Tangenten, mit anderen Wor- 
ten die Berührungskurve O yon 7 mit dem ihr umbeschriebenen Kegel, 
dessen Spitze in P liegt. Jst nun 7 die Begrenzung eines undurch- 
sichtigen Korpers, so trennt O den von P aus sichtbaren Teil von ST 
Ton dem unsichtbaren; daher heißt O (vgl. S. 27) der scheinbare 
Umriß der Fläche, gesehen von P aus^); wenn aber P ein leuch- 
tender Punkt ist, so trennt <P den beleuchteten Teil von ST von dem 
im Schatten liegenden und wird Schattenlinie genannt. 
Setzen wir in Gl. (8) 

ic =» p • cos a, y — p • cos j8, z ^ q - Qosy 

und lassen alsdann q gegen oo konvergieren, so erhalten wir 

und diese Gleichung im Verein mit fix^y y^^ z^ — kann zur Bestim- 
mung des scheinbaren Umrisses der Fläche in bezug auf einen unend- 
lich fernen Punkt in der durch die Winkel a, j8, y bestimmten Rich- 
tung dienen. Insbesondere können die Gleichungen 

•&o.-°. (©.-»• (fcO.-» 

zur Bestimmung dieser Kurve in bezug auf die unendlich fernen Punkte 
der Koordinatachsen dienen. 

Kennt man von der fraglichen Fläche die parametrische Darstel- 
lung (1), so ist die GL (9) S. 144 die des scheinbaren Umrisses, wenn 
man in ihr x, y, z als gegeben ansieht und t^, u^^ als variabel; ist aber 
der feste Punkt unendlich fern, so tritt an Stelle von (9) die folgende 
Gleichung ein 



cosa cosjS cosy 

(äl/o (äT/o vai/o 
rcl\ (dn\ tdt\ 
\a«/o \a«/o \a«/o 



-0 (9*) 



1) Dez Name ligne de contaur a/pparent findet sich zum ersten Mal in der 
Memoire 8wr la ÜUorie des dehlais et remblais von Monge (s. S. 694 der Mim. de 
VAcad. des Seienees. Annee MDCCLXXXI, Paris 1784). 
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Der scheinbare Umriß einer Fläche erfreut sich einer wichtigen 
Eigenschaft; die ausgesprochen wird durch den folgenden 

Satz: Ist der scheinbare Umriß einer Fläche 9^ gesehen von 
einem Punkte C, und r eine beliebige Kurve auf SF, die d^ in üf 
schneidet, so wird die Projektion von O von C aus auf eine be- 
liebige Ebene von der entsprechenden Pro- 
jektion von r in der Projektion von M be- 
rührt. 

Beweis. Es seien (Fig. 82) a und c die 
beiden Tangenten in Jf an O und P, von 
denen wir der Allgemeinheit wegen annehmen^ 
daß keine durch das Projektionszentrum C 
gehe; sie bestimmen dann die Tangentialebene 
in Jf an die Fläche JT. Nun gehen aber alle 
Tangentialebenen, die JT in Punkten von O 
berühren, durch den Punkt C, gemäß der 
Definition, also ist (a c) eine projizierende 
Ebene, und infolgedessen fallen die Projek- 
^** *** tionen a', c', die Tangenten an O' und I^ zu- 

sammen in die Spurlinie der Ebene (a c), O' und F' haben daher 
in M' eine gemeinsame Tangente, d. h. sie berühren sich daselbst, 
w. z. b. w. 

Denken wir uns die Fläche ?F erzeugt durch die Bewegung einer 
Kurve F i. a. verbunden mit einer Deformation (S. 140), so wird die 
soeben aufgestellte Eigenschaft für alle Lagen von F gelten. 0' wird 
daher von oo^ Lagen der Kurve F' berührt werden, mit anderen Worten, 
es ist die Enveloppe dieser Kurven. Wir haben daher den Satz : Wird 
eine Fläche durch eine i. a. mit Deformation verbun^l^nen Bewegung 
einer Kurve erzeugt, so ist die Projektion des scheinbaren Umrisses 
der Fläche von jedem Zentrum C auf eine beliebige Ebene n die 
Enveloppe der Projektionen der oo^ Lagen dieser erzeugenden Kurve 
von jenem Punkte C auf n. 

Zur Übungr: Den obigen Satz für Figur 80 a. &• 136 zu verifizieren. 

Anwendung. ^ sei eine Kugel; der ihr umschriebene Kegel mit der Spitze 
in dem beliebigen Eaumpunkte C ist Kreiskegel; er wird daher von einer be- 
liebigen Ebene n in einem Kegelschnitt F' geschnitten, der die Projektion des 
Kreises r, des scheinbaren Umrisses von ff ist gesehen von G aus. Es sei femer 
K der Kreis, in dem die Kugel von einer zu n parallelen Ebene a geschnitten 
wird; er schneidet den Kreis F in zwei Punkten, zufolge des vorigen Satzes ist 
also K' doppeltberührend für r\ Insbesondere wenn a eine der zu n parallelen 
Berührungsebenen ist, so ist K ein Kreis mit dem Badius 0, der zum Zentrum 
einen der Endpunkte F^ , F^ des zu n senkrechten Durchmessers von ff hat. K' 
hat also auch den Radius Null. F^\ 1\' sind also auch Nullkreise, die F' dop^ 
pelt berühren, sie sind also die Brennpunkte von JT'. In der Zentral- (oder 
Parallel-) Projektion einer Kugel sind die Brennpunkte des scheinl^aren Umrisses 
die Projektionen der Endpunkte des zur Projektionsebene senkreekten Durch- 
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messers der Kugel. Wenn insbesondere die Projektionsebene % mit einer der 
betrachteten Berühmngsebenen 6 zusammenfällt, so fällt JP/ mit 1\ zusammen 
und man erhält den bekannten Satz von Qaetelet-Dandelin: Wird ein ge- 
rader Kegel von einer Eigene geschnitten, so sind die Brennpunkte des Kegel- 
schnittes, die Berührungspunkte der beiden Kugeln, die dem Kegel einheschriehen 
sind und jene Ebene berühren. 

Die obigen Sätze und Überlegungen lassen sich auch anwenden auf die 
Flächen zweiter Ordnung, wenn man beachtet, daß die Ebenen, die parallel zur 
Berührun^sebene eines Nabelpunktes sind, die Fläche in einem Kreise schneiden. 
Man gelangt dann zu folgendem Satze: Projiziert man eine Fläche zweiter Ord- 
nung zentral oder parallel auf eine Ebene, die parallel zu einem Kreissehnitt 
der Fläche ist, so erhält man als Projektion des scheinbaren Umrisses einen 
Kegelschnitt, der zu Brennpunkten die Projektionen der beiden Nabelpunkte hat, 
die auf den Endpunkten des zur Projektionsebene konjugierten Durchmessers der 
Fläche liegen. 

230. Aus der Gleichung der Tangentialebene im Punkte F{x, y, d) 
an die Fläche f{x, y, z) ^0 (s. Nr. 223) ergibt sich die folgende anar 
lytische Darstellung der Normale w im Punkte {x, y, 0) zur Fläche 

dx dy dz 

wo X, Y, Z die laufenden Koordinaten sind; hieraus ergibt sich, daß 
die Winkel A, ^, v, die n mit den Koordinatachsen bildet, durch fol- 
gende Formeln bestimmt sind: 

«..-|, e.,-1, »..=1 « '^-l/(f9"+(g)-+(|0'. 

Betrachten wir jetzt eine beliebige Richtung d, die mit den Achsen 
die Winkel a, ß, y bildet, so hat der Winkel {dn) als Kosinus 

df , df ^ , df 

•5-i- cos a + 3^ COB^ + 3-^ cosy 

dx dy ^ dz [_ 

W 

Wollen wir daher diejenigen Punkte der Fläche haben, für die jener 
Winkel (dn) konstant ist, so erhalten wir eine Folge von 00^ Kurven, 
die die Schnitte der gegebenen Fläche ?F mit den 00^ Flächen sind, 
deren Gleichung lautet 

df , df ^ , df 

^- cos a + ~- COB ^ + -5-^- cos y 

^ — '» ^':=--!(Komt) . . . (16) 



vm^mm 



Sy) 

Jene Kurven treten als sehr wichtig bei der Untersuchung der Be- 
leuchtimg der Flächen auf (die Lichtstrahlen parallel vorausgesetzt) 
und heißen Isophoten, während die durch Gl. (15) dargestellten 
Flächen Isophotoiden genannt werden. 
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Ist die Gleichung der Fläche nach einer der Koordinaten, z. B. 
nach g aufgelöst (vgl. S. 145), also f{x, y, z) ^ z — F{x, y), so wird 
die Gleichung der Isophotoiden zu 

BF ^ dF 

— — ?? — -*-ii d«) 



v^^m^m 



Da diese nicht mehr z enthält, so stellt sie einen Zylinder dar; inter- 
pretieren wir sie als Gleichung einer ebenen Kurve, so stellt sie die 
Projektion der Isophote auf die ri;y-Ebene dar. Dieser umstand läßt 
sich nützlich verwenden, wenn man die Darstellung des Systems der 
Isophoten einer Fläche nach der Mongeschen Methode erhalten will, 
falls eine Projektionsebene zur rry- Ebene parallel ist. 

Zur Übungr» Ist die Lichtquelle nicht unendlich fern, also ein eigentlicher 
Punkt {a,hy<^^ 80 tieten als Isophotoiden der Fl&che f{x,y,z)^=sO folgende 
Flächen ein: 

(„-.)|£+(t-,)g+(.-.)|£ ^ 

g 2. Fl&ohen als Enveloppen von Ebenen. 

331« Ist, wie wir im vorigen gesehen haben, eine Fläche als Ort 
von oo* Punkten gegeben, so ist damit zugleich eine Folge von oo' 
Ebenen bestimmt, deren jede Berührungsebene der Fläche ist. Nun 
nehmen wir umgekehrt an, daß zunächst eine doppelt unendliche Folge 
von Ebenen gegeben sei, dargestellt durch eine Gleichung von der Form 

q>(t, u)'X + t{t, u)'y + x{ty u) - z + ©(f, u) = 0, 

wo die 9), . . ., (9 bekannte Funktionen der beiden Parameter t, u sein 
soUen. Wir betrachten nun die drei Ebenen tZq, x^, n^ dieser Folge, 
die den Parameterwerten t^y w^; ^0 + *? ^o5 ^o? %+^ entsprechen; lassen 
wir dann die h und Tc nach Null hin konvergieren, so sehen wir, daß 
A^ Punkt (^0 n^ n^) einer im allgemeinen bestimmten und eindeutigen 
Li^e zustrebt, die wir als den Berührungspunkt der Ebene (^q, Uq) 
mit ihrer eigenen Enveloppe bezeichnen wollen. Die Koordinaten 
dieses Punktes erhält man durch Auflösung der drei Gleichungen 

9>(*o, %)'^ + Z(^0; Wo) • y + t(to, Wo) • ^ + ö^C^o; ^o) = 0, 

Variiert man hierin t^, Uq, so erhält man 00* Punkte, deren Ko- 
ordinaten Ausdrücke haben die man erhält, wenn man diese drei Glei- 
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chungen nacli x, y, z auflöst^ es sind also Ausdrücke Ton folgender 
Form: 

Da nun diese von der Gestalt der Gl. (1) sind, so stellen sie eine 
Fläche dar, für welche die ursprünglich gegebenen Ebenen Tangential- 
eben sind. Damit ist erwiesen, daß eine Folge von oo^ Ebenen i. a. mit 
einer Fläche als Ort von ebensoviel Punkten yerknüpft ist. Infolge- 
dessen läßt sich jede F^che von zwei zueinander dualen Gesichtspunk- 
ten ansehen, nämlich als geometrischer Ort ihrer Punkte und 
als Enveloppe ihrer Berührungsebenen. Demzufolge bieten sich 
die Eigenschaften einer Fläche immer paarweise dar, man erhält den 
Ausdruck für die eine, wenn man auf den der anderen das Gesetz der 
Dualität im Baume anwendet. Machen wir hiervon eine Anwendung. 
Wir sahen S. 149, daß es auf einer Fläche zuweilen Punkte gibt, die 
nicht nur eine, sondern unendlich viele Tangentialebenen zulassen, die 
einen Kegel zweiter Ordnung umhüllen. Dementsprechend gibt es Tan- 
gentialebenen, die nicht einen, sondern unendlich viele Berührungs- 
punkte mit der Fläche haben, die auf einem Kegelschnitte liegen: 
dieser kann reell oder imaginär sein, eigentlich oder zerfallend in 
zwei Punkte, die reell getrennt, zusammenfallend oder konjugiert ima- 
ginär sind, oder in zwei Geraden. Solche Ebenen heißen Doppel- 
berührungsebenen der Fläche. — Wir überlassen es dem Leser, in 
gleicher Weise den Begriff und die Eigenschaften der vielfach be- 
rührenden Ebenen aufzustellen. 

8 3. Algebraische Flächen. 

232. Läßt sich die linke Seite der Gl. (2) S. 141 auf ein ganzes Po- 
lynom inx,y und z zurückführen, so heißt die Fläche algebraisch, im 
anderen Falle transzendent. Im ersten Falle hat der Grad n des Poly- 
noms eine sehr wichtige geometrische Bedeutung. Um diese darzutun, 
betrachten wir zugleich mit der Fläche JF eine beliebige Gerade g 



■j^ _ y — yo ^ fjzi 



Zi^ 



C08 a cos ß cos y ' 

die Schnittpunkte entsprechen den Wurzeln der Gleichung (6') in Nr. 223 
die jetzt mit q endet, da alle die Abgeleiteten von f(x, y, z) von der 
(w + l)-ten an identisch NuU sind. Da nun diese Gleichung vom 
Grade n in p ist, so hat sie n Wurzeln, und demnach wird die 
Fl&che 7 von jeder Geraden des Ranmes in n Pankten geschnitten. 
Man drückt dies aus, indem man sagt, die Fläche ist von der n^*^ Ord- 
nung; die Ordnung einer algebraischen Fläche bezeichnet also die 
Zahl der Schnitte mit einer beliebigen Geraden des Raumes. Hat eine 
Gerade mit einer Fläche w**' Ordnung (n + 1) Punkte gemeinsam, so 
liegt sie ganz auf der Fläche. Da in einem n- fachen Punkte der Fläche 



Digitized by 



Google 



156 ni. Buch. Flächen. 

< 

f{x, y,i)=^0 alle die partiellen Ableitungen der Funktion f gleich 
Null sind, so ist r^w; im Qrenzfalle r = w entb'alt die Fläche jede 
durch den w- fachen Punkt gehende Gerade, d. h. oo^ Geraden: sie ist 
daher ein Kegel (vgl. Nr. 227). 

Aus dem ersten der obigen Sätze ergibt sich nun: Jede Ebene 
des Raumes schneidet eine Fläche n^'''' Ordnnng in einer Kurve 
^ter Ordnung. Insbesondere hat jede algebraische Fläche w*®' Ordnung 
auch im unendlichen eine Kurve derselben Ordnung, die von jedem 
beliebigen Punkte des Raumes, z. B. vom Anfangspunkt aus, durch 
einen Kegel ^^*®' Ordnung projiziert wird. Um die Gleichung dieses 
Kegels zu finden, setzen wir in die Gleichung der Fläche — die wir 
wie folgt schreiben werden: 

^2fri^,y,^)-o, (17) 

r = 

WO /). eine temäre Form r*®' Ordnung in a;, y, js ist — 

a? = (> • cos a, y ^ Q ' cos /3, jg? = ^ • cos y 

ein, dividieren durch q^ und lassen dann q == oo werden. Gehen wir 
dann zur Grenze über, so erhalten wir als Resultat 

/),(cos cu, cos /3, cos y) = 
oder 

fnip^f y; ^) = 0, 
als die gesuchte Gleichung. 

Wenden wir auf den Begriff der Ordnung das Gesetz der Dualität 
aU; so können wir als Klasse einer algebraischen Fläche die 
Zahl der Tangentialebenen bezeichnen, die durch eine beliebige Gerade 
des Raumes gehen. Um zu zeigen, daß diese Zahl bestimmt und endlich 
ist, nehmen wir zwei beliebige Punkte des Raumes ^1(^1,^1,^1) und 
A(^2?y27^2) ^^^ bezeichnen mit P{x,y,e) einen Punkt der Fläche 
derart, daß die zugehörige Berührungsebene durch die beiden Punkte 
Pi und Pj (und demnach auch durch die sie verbindende Gerade g) 
geht. Es bestehen dann die fönenden drei Gleichungen: 

f{x,y,z) = 0, 
(S)i(---0 + ©i(^"y^) + (fOi(^~^^^^ (18) 

die zur Bestimmung der Koordinaten von P dienen können. Da sie 
nun ein bestimmtes System algebraischer Gleichungen bilden, so lassen 
sie nur eine bestimmte und endliche Zahl von Lösungen zu, die un- 
abhängig von den Werten der Koordinaten der Punkte P^ und Pg 
ist. Diese Zahl stellt die Klasse der Fläche dar. 
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Zwei algebraische Flächen 9^i nnd % von der Ordnung tii und na 
schneiden sich in einer algebraischen Knrve von der Ordnung ni • n^. 

Nämlich eine beliebige Ebene e schneidet JTi und JT^ in zwei Kurven 
Fl und r^ von der Ordnung n^ und Wg, und deren Schnitte sind sämt- 
lich und nur allein die Punkte, die € gemeinsam hat mit der Schnitt- 
kurve von JFi und 9^. In speziellen Fällen kann diese Kurve in mehrere 
Teile von niedrigerem Grade zerfallen. 

Drei algebraische Flächen von der Ordnung ni, ns, n^ schnei- 
den sich im allgemeinen in ni • ns • ns Punkten. Diese Zahl ist näm- 
lich die Anzahl der Lösungen des Systems der drei Gleichungen der 
Flächen. Dual hierzu gilt: Drei algebraische Flächen von der Klasse 
Vi, V2, rg haben vi-v^vz Tangentialebenen gemeinsam. 

Kehren wir zur Gleichung (17) zurück, um zu bemerken, daß 
ihre linke Seite 
1 + 3 + 6+ ... I (r+l)(r + 2) ^ ^ (n + l)(n + 2) _ (n+ l)(n + 2)(n + 3) 

Glieder umfaßt und daher ebensoviele Koeffizienten. Da man aber die 
Gleichung der Fläche mit einer beliebigen Konstanten multiplizieren 
oder dividieren darf, die weder NuU noch unendlich groß ist, so redu- 
ziert sich die Zahl der angeführten Koeffizienten auf 

(n+l)(n + 2 ) (n + 3) _ . 
123 

Hieraus folgt dann (in ähnlicher Weise wie für die ebenen Kurven, 
vgl. Nr. 187) daß eine algebraische Fläche n**"" Ordnung im allge- 
meinen durch (n+ l)(n4- 2)(n + 8) ^ 

128 ^ 

einfache Punkte, durch die sie hindurchgehen soll, bestimmt ist. 
Dual hierzu: (y + l)(y + 2)(v + 3) . 

r:2T8 ^ 

Ebenen bestimmen im allgemeinen eine Fläche r^»* Klasse, die alle 
diese berührt. 

Wir betrachten wiederum eine algebraische Fläche SF von der Ord- 
nung w, einen beliebigen Punkt des Raumes P und den von P aus 
der fr umschriebenen Kegel. Eine beliebige durch P gelegte Ebene b 
schneidet SF in einer Kurve P; die von P an F gezogenen Tangenten 
sind die in b gelegenen Erzeugenden jenes Kegels. Ihre Zahl ist somit 
gegeben, sei es als Klasse von F, oder als Ordnung des umschriebenen 
Kegels oder auch als Ordnung der Projektion des scheinbaren Umrisses 
der von P aus gesehenen Fläche auf eine beliebige Ebene: .sie heißt 
der Bang der Fläche. Man kann bemerken: Die Klasse jedes um- 
beschriebenen Kegels ist gleich der Klasse der Fläche. 

Zur Übung: Die Isophotoiden (Nr. 230) einer algebraischen Fläche n*«' Ord- 
nung sind im allgemeinen algebraische Flächen 2(w — 1)*« Ordnung; ein r-facher 
Punkt der Fläche ist 2 (w — r) fach für alle Isophotoiden. 
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8 4. Graphische Darstellung einer Fläche« 

283. L Nach der Mongeschen Methode. Eine Flache läßt sich 
durch die mit einer Deformation verbundene Bewegung einer Kurve 
auf unendlich viele Weisen erzeugen (vgl. Nr. 222); unter diesen fassen 
wir diejenige Erzeugung ins A^ge, bei der die Erzeugenden Kurven 
sind^ die sich in möglichst einfacher Weise zeichnen lassen;. alsdann 
ergibt sich die Darstellung der Fläche aus der ihrer einzelnen Er- 
zeugenden. Ist die Fläche dagegen von einem doppelten Netze von 
Erzeugenden überzogen^ so wird es ratsam sein, um die Deutlichkeit 
der Darstellung zu erhöhen, die beiden Systeme der Erzeugenden dar- 
zustellen, wie dies z. B. bei der üblichen geographischen Darstellung 
der Erdkugel geschieht. Die Bildebene wird man zweckmäßig in der 
Art wählen, daß dadurch eine Vereinfachung der Figuren eintritt; ist 
z. B. die Fläche symmetrisch in bezug auf eine Ebene, so wird man 
gut tun^ eine der Bildebenen zu dieser parallel zu nehmen. Nützlich 
wird es auch sein, die Spuren der Fläche in den Bildebenen zu zeich- 
nen; jede von diesen ist der Ort der Spurpunkte der Erzeugenden, 
und man erhält sie in der früher (Nr. 206) angegebenen Weise. Zu- 
weilen wird man auch die Spur der Fläche in den Halbierungsebenen 
angeben, die man erhält durch Anwendung der in derselben Nr. 206 
gemachten Bemerkungen. Auch den Seitenriß wird man zur Hilfe 
nehmen, wenn dies für die Auffassung der betrachteten Fläche von 
Nutzen ist. Femer wird es zur Erleichterung dienen, die sichtbaren 
Teile von den unsichtbaren zu unterscheiden, wenn die Fläche als un- 
durchsichtig betrachtet wird. Auf jeden Fall müssen die Daten so be- 
schaffen sein, daß man durch ein geeignetes Verfahren die zweite Pro- 
jektion eines Punktes der Fläche finden kann, wenn man die erste kennt, 
und umgekehrt. 

Vor allem wichtig aber sind die Projektionen des scheinbaren 
Umrisses der F^che gesehen vom Zenit der Bildebenen aus. Der Grund- 
riß der ersten ist die Enveloppe aller ersten Projektionen der Erzeugen- 
den eines Systems. Ist /*(a?, y, ;8f) = die Gleichung der Fläche, so 
folgt aus Nr. 229, daß die Gleichung der Projektion des ersten 
scheinbaren Umrisses das Resultat der Elimination von z aus 

den Gleichungen f{Xy y, jst) = und ö^ =■ ist. Ähnliches gilt für 

den zweiten scheinbaren Umriß. 

Beispiel: In den folgenden Kapiteln, in denen wir mehrere Arten von 
Flächen nntersuchen, werden wir Gelegenheit haben, diese allgemeinen Betrach- 
tungen an verschiedenen Beispielen zu illustrieren; um aber schon jetzt das Un- 
bestimmte unserer Ausführungen soweit als möglich zu beseitigen, möge folgendes 
Beispiel zur Aufklärung dienen. 

Mit bezug auf ein kartesisches Achsensystem mögen die beiden Kurven 
Af ^a gegeben sein durch folgende parametrische Darstellung: 
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Setzt man alsdann 












0) 




Fig. 88. 



« = 9>i(*) + 9«(t*), y-V'iW + ^iW, ^-zi(«) + z,(«) (n) 

80 erhält man die parametriBche Darstellimg einer sogenannten Translations- 
fläche, nnd diese wollen wir in einem Mongeschen System darstellen, das die 
xy. Ebene als Grondrifi-, die o; 2: -Ebene als Aufrißebene hat. Im allgemeinen wird 
die Fläche die Ennren F^ und r, nicht enthalten; damit sie F^ enthalte, muß 
es %inen Wert von u geben, der zugleich die Funli^tionen 9, , 1^, , %^ verschwinden 
läßt, während zu gleicher Art 9^ , t^i , ;ti verschwinden müssen, wenn sie T, ent- 
halten soU. 

Um nun die Fläche zu zeichnen (Fig. 88) nehmen wir auf F^ beliebig den 
Funkt Pj, auf r, den P,; ist P die vierte Ecke des Parallelogramms PP^ OP^^ 
so ist offenbar P ein Punkt der fraglichen Fläche. Halten wir nun Pj fest, und 
variieren P, auf r,, so ist der Ort r, 
der Punkte P eine Kurve (Q, und man 
erhält diese, indem man durch die sämt- 
lichen Punkte von r, Strecken zieht 
gleich und gleichgerichtet mit OP^. 
Demnach ist F die Lage, die r, annimmt 
durch die, durch die Strecke OP^ be- 
stimmte Translation. Alle Erzeugenden 
des einen Systems sind also einander 
identische Kurven; dasselbe gilt von 
denen des anderen Systems. Da nun jede 
, Parallelprojektion ein Parallelogramm in 
ein anderes verwandelt, so gestattet das 
obige Verfahren, wenn die Projektionen 
von F^ und T, gegeben sind, die beiden Systeme von Erzeugenden punktweise 
in Grund- und Aufriß zu konstruieren. — Femer die Tangenten in P und P, 
an F und F, sind einander parallel; sind demnach die Konstruktionen der Tan- 
genten an F^ und T, bekannt, so kann man auch in jedem Punkte, in welchem 
die beiden Erzeugenden der Translationsfläche sich kreuzen, an diese die Tan- 
genten konstruieren und demnach auch die Tangentialebene der Fläche. — Ein 
anderes Verfahren, die Fläche darzustellen ist folgendes: Wir betrachten die 
Ibeiden Kurven J^ und ^, mit folgender Gleichung 

a: = 2qpi(t), y = 2'V>,(0, ^? = 2xi(<), 
a; = 2q?,(w), y«2'V>,(w), ^«=2ar,(w); 

dann ist J^ die zu F^ ähnliche und ähnlich gelegene Kurve mit dem Ähnlich- 
keitszentrum in 0, tmd 2 ist das Ähnlichkeitsverhältnis; man erhält daher die 
Projektion von J^ leicht aus der von F^. Ebenso verh&lt es sich mit J^, Ist 
mm Q^ ein beliebiger Punkt von J^ , Q^ einer von J^ , so wird augenscheinlich 
der Mittelpunkt der Strecke Q^ Q^ ein Punkt der Fläche sein. 

Nach Gl. (9) in Nr. 224 ist die allgemeine Gleichung der Tangentialebene 
an die Fläche 

<(f) <if) xi\t) 

Diese Ebene ist parallel zur ;?• Achse, wenn ^, u der Bedingung genüge leisten, daß 
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Fig. 84. 



Um diese zu interpretieien, betrachten wir die (ersten) Projektionen F^^ F,' 
Ton Fl und T,; sie haben als parametrische Darstellung: die erste x^^tpi(t)^ 
y^^i(t), die zweite a5 = qp,(w), y — ifj,(w). 

Die vorige Bedingung sagt nun, daß für einen Punkt P des ersten schein- 
baren Umrisses der Fläche die Tangenten in P/ und P,' der Kurven P^' und F^' 

einander parallel seien. Daher haben wir fol- 
gende Konstruktion der Projektion des ersten 
scheinbaren Umrisses (Fig. 84): Man nehme auf 
Ti' beliebig den Punkt P^' imd suche auf ^F,' 
den Punkt P,' auf, in welchem die Tangente 
an F,' parallel zu der in Pj' an F' ist. Die 
vierte Ecke des Parallelogramms F^' OP^' ist 
die Projektion P' eines Punktes des schein- 
baren Umrisses. Ähnliche Betrachtungen und 
Konstruktionen können auf den zweiten schein- 
baren Umriß angewandt werden. Zu seiner 
Übimg möge der Leser die hier angedeuteten 
Operationen vollständig ausführen, indem er für F^ und F, bestimmte spezielle 
Kurven nimmt. 4 

Zur Übung: Welche Translationsfläche entsteht, wenn F^ und F, gerade 
Linien sind, und welche, wenn F^ eine Gerade, F, ein Kreis oder eine andere 
Kurve ist? 

234. IL Nach der Methode der Zeutralprojektion. Die zu Anfang 
dieser Nr. gemachten allgemeinen Bemerkungen sind im wesentlichen 
auch anwendbar bei der Darstellung einer Fläche in Zentralprojektion. 
In diesem FaUe hat man nur einen scheinbaren Umriß, nämlicb den 
in bezug auf das Projektionszentrum und nur eine Spurlinie, nämlich 
die in die Projektionsebene; femer hat man die Fluchtlinie, als die 
Projektion der unendlich fernen Linie der Fläche. 

in. Nach der Methode der kotierten Ebenen. Diese Methode 
ist besonders wertvoll für die Darstellung solcher Flächen, die sich 
durch eine Gleichung von der Form e ^ q){Xy y) darstellen lassen, wo 
q) eine Funktion derart ist, daß sie für jedes reelle Wertepaar x, y 
einen einzigen reellen Wert für z annimmt. Solche Flächen heißen 
topographische Flächen. Es ist ratsam als Grundebene die ajy-Ebene 
zu wählen. Die Schnitte der Fläche mit den zur Grundebene paral- 
lelen Ebenen heißen Niveaulinien, Höhenkurven, oder Schicht- 
linien. Die Gleichung ihrer Projektionen auf die Grundebene ist dann 
^(^* y) = Const. Um ein deutliches Bild der Fülche zu erhalten, zeichnet 
man diejenigen Niveaulinien, die sich ergeben, wenn man die Schnitt- 
ebenen nach einem bestimmten Gesetze aufeinanderfolgen läßt, z. B. 
die Ebenen mit den Koten 0, 1, 2, 3 . . ., oder deren Koten ein ganzes 
Vielfaches oder einen aliquoten Teil der Maßeinheit betragen.^) Aus 
ihnen läßt sich dann, wenn sie in genügender Anzahl vorhanden sind, 
eine vollständige Vorstellung von der Gestalt der Fläche gewinnen. 

1) Dieses System ist gewiß dem Leser geläufig, da es bei unseren Meß- 
tischblättern immer angewandt ist. 
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Wachsen z. B. die Koten von außen nach innen, so haben wir es mit 
einem erhabenen konvexen Teil der Fläche zu tun, wie bei Fig. 86; 
im umgekehrten Falle (Fig. 85) ist die Fläche für einen auf die 
horizontal gedachte Grundebene von oben blickenden Zuschauer vertieft 
(konkav). Eine genauere Vorstellung von der Gestalt der Fläche er- 
halten wir aber, wenn wir uns senkrecht zur Grundebene stehende 
Schnitte mit der Fläche konstruieren. 

Ist (s. Fig. 86) s' die Spurlinie einer solchen Ebene, so bezeichne 
man die Punkte in denen s' die Niveaulinien 0, 1, 2, 3 . . , trifft, mit A^A^ 
A^ A^ . . . dann sind diese die Projektionen derjenigen Punkte der 
Schnittlinie, die die Koten 0, 1, 2, 3 . . . haben. Übertragen wir nun 
die Punktreihe A^^ A^^ A^ , , . auf eine beliebige Gerade s, errichten in 
diesen Punkten die Senkrechten A^'A^ = 1, A^'A^ = 2, A^'A^ = 3 . . . 
und verbinden die End- 
punkte durch einen stetigen U Dp 

Zug, so erhalten wir die 
Kurve 27, die identisch ist 
mit jener Schnittlinie. 




Fig. 85. 




Fig. 86. 



Durch dieselbe Betrachtung gelangen wir auch zur graphischen 
Bestimmung der Kote eines beliebigen, durch seine Projektion P' 
gegebenen Pnnktes der Fläche. Ziehen wir nämlich durch P' eine 
beliebige Gerade 5 und zeichnen uns wie eben den Schnitt der durch 
s' gelegten zur Grundebene senkrechten Ebene mit der Fläche, tragen 
in die Punktreihe A^^ A^', A^ ... auch den Punkt P' ein, und er- 
richten dort die Senkrechte, die 2? in P trifft, so ist 1^'V die gesuchte 
Kote. Umgekehrt kann man auch die Projektion derjenigen Punkte P 
jenes Schnittes finden, die eine gegebene Kote m haben; wiederholt 
man diese Konstruktion für unzählig viele Vertikalschnitte, so gelangt 
man zur Konstruktion einer Niveaulinie, die in der betrachteten Reihe 
noch nicht enthalten ist (Interkalar-Kurve). 

Betrachten wir auf der dargestellten Fläche zwei Punkte 
Jf=(Jf', m) und ^=(JSr, w), deren Koten nur wenig voneinander 
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verschieden sind, so darf man die Strecke MN als näherungsweise der 
Fläche angehörend betrachten, und ist dann tp die Neigung der Ge- 
raden MN gegen die Grundebene, so haben wir tg g? = «» — ^ 



Hieraus folgt nun: wenn m — n konstant ist, und ebenfalls 9, so muß 
auch-M'^' konstant bleiben. Beschreiben wir daher um einen beliebigen 

Punkt Bq (s. Fig. 86) der Niveaulinie mit dem Radius r — einen Kreis, 

so wird, dieser die Niveaulinie 1 in einer gewissen Zahl von Punkten 
schneiden, von denen einer B^ sein möge. Beschreiben wir um diesen 
mit demselben Radius einen Kreis, der die Niveaulinie 2 in B^ schneidet, 
usf., so erhalten wir eine Reihe von Punkten B^^ B^j B^\ B^\ . . ., 
welche die Projektionen eines Linienzuges sind, dessen sämtliche Teil- 
stücke mit der Grundebene denselben Winkel (p bilden. Denken wir 
uns die Niveaulinien einander unendlich nahe, so verwandelt sich dieser 
Linienzug in eine Kurve, deren Tangenten mit der Grundebene alle 
denselben Winkel bilden, eine Linie gleicher Neigung (oder Stei- 
gung) auf der betrachteten Fläche. 

Eine ähnliche Konstruktion fuhrt zu einer anderen Art bemerkens- 
werter Linien. Wir nehmen einen Punkt C^ auf der 0- Linie und be- 
schreiben urü ihn einen Kreis, der die Projektion der Niveaulinie 1 
in C/ berührt; um G^ beschreiben wir wieder einen Kreis der die 
Projektion der Niveaulinie 2 berührt usf (s. Fig. 86). So erhalten wir 
die Projektion eines Linienzuges dessen Strecken die größte Neigung 
gegen die Grundebene haben, indem z. B. die Strecke G^C^ von allen 
die kürzeste ist, die G^ mit Punkten der Niveaulinie 2 verbinden, 
also ist tg g? und somit (p ein Maximum. Beim Übergang zur Gh-enze 
entsteht daraus eine Kurve, die man als Linie größter Neigung 
bezeichnet; diese Linien spielen eine wichtige Rolle in der Topo- 
graphie. Durch jeden Punkt der Fläche geht eine solche Linie. Die 
Linien kleinster Neigung sind offenbar die Niveaulinien selbst. 

Beachten wir auch daß die Tangente c^' an die Niveaulinie in G^ 
senkrecht zur Strecke G^G^^ und da c^ horizontal verläuft, so ist auch 
(vgl. Nr. 30) Ca senkrecht zu Gy^G^, Hieraus folgt: Die Linien größter 
Neig^ang sind dieOrthogonaltrajektorien der Niveanlinfen einer Fläche; 
ebenso sind auch die Projektionen der erster en die Orthogonaltrajek- 
torien der Projektionen der letzteren. 

Ist also = q){x,y) die Gleichung der Flache, also (p(x,y)=^Gonst 
die allgemeine Gleichung der Niveaulinien, so projizieren sich die 
Linien größter Neigung in die Litegralkurven der Differentialgleichung 



1) Für weitere Einzelheiten über topographische Flächen empfehlen wir 
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Zur Übung: I. Die kotierte Darstellung einer Fläche zeigt konzentrische 
Kreise deren Radien den Koten umgekehrt proportional sind. Was ist das für 
eine Fläche? — !!• Welche Bedeutung hat es, wenn die Projektionen zweier Niveau- 
linien sich berühren, wenn sie alle durch einen Punkt gehen, oder alle eine 
Gerade berühren? — III. Welche Verhältnisse ergeben sich, wenn man die Be- 
trachtungen der beiden vorigen Nr. auf andere im I. Teil behandelte Darstellungs- 
methoden anwendet? 



g 5. Allgemeines über die Aufgaben aus der darstellenden Geometrie 

der Flächen. 

235. a) Welches auch immer die Methode sein mag^ die man zur 
Darstellung einer Fläche benutzt, so wird man in erster Linie ein 
Verfahren anzugeben haben, die Tangentialebene in einem beliebigen 
Punkte der Fläche zu konstruieren. Kennt man von der Fläche ein 
zweifaches System von Erzeugenden, derart daß durch jeden Punkt P 
je eine Erzeugende von jedem System hindurchgeht, so wird die all- 
gemeine Methode darin bestehen, daß man die beiden Tangenten in P 
an die Erzeugenden konstruiert; diese bestimmen die gesuchte Ebene. 

b) Eine zweite wichtige Aufgabe ist die, den Schnitt einer Ebene 
mit der Fläche zu konstruieren; hat mau die Darstellung eines solchen 
Schnittes erhalten, so braucht man ihn nur in die Bildebene umzu- 
legen, um die wahre Gestalt und Größe zu bestimmen. Ist diese Auf- 
gabe aufgelöst, so ist man imstande, die Treffpunkte der Fläche mit 
einer beliebigen Geraden g zu bestimmen, weil sie die Punkte sind, 
die g gemeinsam hat mit einem (geneigten) durch jene Gerade gelegten 
ebenen Schnitt mit der Fläche. Dennoch wird es in manchen Fällen 
zweckmäßig sein, direkt das Problem der TreflPpunkte einer Geraden 
zu behandeln. 

c) Mit Rücksicht auf die Anwendungen in der Theorie der Schatten 
ist femer von Wichtigkeit die Untersuchung der oc^ Tangentialebenen, 
die man von einem außerhalb, im Endlichen oder Unendlichen, ge- 
legenen Punkte an die Fläche legen kann, und hierbei ist besonders 
wichtig die Bestimmung der Kurve, die der Ort der Berührungspunkte 
ist. Ist diese Konstruktion für zwei Punkte A und B ausgeführt, so 
werden sich die erhaltenen Kurven in einer bestimmten Zahl von 
Punkten schneiden, und diese sind dann die Berührungspunkte der 
Tangentialebenen, die durch die Gerade AB (die eventuell auch im 
Unendlichen liegen kann) an die Fläche gelegt werden können. 

d) Die Aufsuchung der Normalen von einer gegebenen Richtung 
r läßt sich auf die der zu r senkrechten Tangentialebenen sogleich 
zurückführen, und ist wichtig, da die Fußpunkte jener Normalen die 



dem Leser den Traue de la geometrie descriptive von J. de la Gournerie., 
m. Tl., S. 191 ff. der UI. Aufl. (Paris, 1901). 
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sog. Glanzpunkte der von Strahlen jener Richtung beleuchteten 
Fläche sind. 

e) Betrachtet man statt einer zwei Flächen ^ und 9^, so ergibt sich 
zunächst die Fundamentalaufgabe, deren gegenseitige Schnittknrve zu 
finden. Der Kunstgriff, zu dem man gewöhnlich greift, ist der, daß 
man eine Folge von geeignet gewählten oo^ Hilfsflächen herbei zieht. 
Ist 7 eine von diesen, so gehören die den 7, 7^, 9^, gemeinsamen 
Punkte der gesuchten Schnittknrve an und diese sind die Schnitt- 
punkte der Kurven d^7^ und JTiFj; durch Variation von ST erhält man 
jene punktweise. 

Benutzt man z. B. die Methode der kotierten Ebenen, und will 
die Schnittkurve der zwei topographischen Flächen ^=-<p(a:, y) und 
e^'^{Xy y) finden, so benutzt man zweckmäßig als Hilfsfiäche die 
Ebene z » Gonst,^ alsdann sind die gemeinsamen Punkte der Kurven 
qp(/c^ y) » c, tl;{x, y)^c die Projektionen jener Punkte der Schnittkurve, 
für die die Ordinate e ^ c ist; durch Änderung von c erhält man 
weitere Punkte der Schnittkurve. Die Tangente an sie in einem seiner 
Punkte ergibt sich als Schnitt der Tangentialebenen in jenem Punkte 
an die beiden gegebenen Flächen. 

f) Dual hierzu ist die Anfsnchnng der oo^ Ebenen, die beide 
Flächen SF, nnd SF, berühren. Man lege von dem beliebigen Punkte des 
Baumes an beide Flächen die Tangentialkegel; die Ebenen, die diese 
beiden Kegel berühren, gehören zu den gesuchten; durch Variation 
von erhält man aUe. 

g) Sind schließlich drei Flächen SF^, JFj, ^Fg gegeben, und man will 
die ihnen gemeinsamen Punkte finden, so konstruiere man die Kurven 
7^^2 ^^d *^i^8; dören Schnittpunkte sind die gesuchten. Auf diese 
Aufgabe läßt sich auch die Auffindung der Schnitte einer Fläche JFj 
mit einer Kurve r zurückführen; es genügt durch F eine geeignet 
gewählte Hilfsfiäche 7 zu legen; als solche wählt man i. a. zweckmäßig 
einen der Zylinder oder Kegel, die F auf die Bildebene projizieren. 

h) Die hierzu duale Aufgabe würde lauten: Die Ebene zu be- 
stimmen, die eine gegebene Fläche berührt und zugleich einer ab- 
wickelbaren Fläche angehört. 

1) Um die Ebenen zu finden, die drei Flächen 9\, JF,, iFj zugleich 
berühren, betrachte man die Tangentialebenen an ?Fi und SF^ und 
die Kurve F^, den Ort der Punkte, in denen jene die ?Fi berühren, als- 
dann die Tangentialebenen an SFj und SFg und die Kurve fg, die der 
Ort der Berührungspunkte mit JF^ ist; in den Punkten, die F^ und 
F3 gemeinsam sind, wird SFj von den gesuchten Ebenen berührt. 
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Zweites Kapitel. 
Flächen zweiter Ordnung. 

§ 1. ZrtsaniiDenfasBung der Haupteigensohaften der Flächen 2. O. 

236. Wir gehen jetzt dazu über^ die allgemeinen Darlegungen 
des vorigen Kapitels auf die Untersuchung und graphische Darstellung 
der bemerkenswertesten Arten besonders bekannter Flächen anzu- 
wenden. Übergehend die Flächen der elementaren Geometrie, da sie als 
besondere Fälle allgemeinerer Flächen betrachtet werden können, be- 
ginnen wir mit den Flächen, die sich zuerst darbieten, den Flächen 
zweiter Ordnung.^) Wir setzen voraus, daß dem Leser die Grundzüge ihrer 
Theorie bekannt seien, und beschränken uns daher auf die Erwähnung 
wichtiger häufig benutzter Eigenschaften, indem wir ihren Zusammen- 
hang mit der allgemeinen Theorie der algebraischen Flächen nachweisen. 

In kartesischen Koordinaten ist eine reelle Fläche 2. 0. immer 
darstellbar durch eine Gleichung von folgendem Bau: 

f{Xy y, e) = «00 + a^t^^ + a^^y^ + a^^z^ + 2aQ^x + 2ao,y + 2a^z .j. 
2^23^^ + 2a3i;8fa; -f 2a^^xy = 0, 

wo die Koeffizienten a^^ = üj^^ {i, Ä = 0, 1, 2, 3) reelle, aber im übrigen 
ganz beliebige Konstanten sind. Sie ist im allgemeinen durch neun 
Punkte bestimmt (Nr. 232); sie ist von der zweiten Klasse und daher 
auch durch neun ihrer Tangentialebenen bestimmt. In jedem Punkte 
hat die Fläche 2. 0. eine bestimmte Tangentialebene, die die Fläche 
in einem Geradenpaar schneidet, das reell und getrennt, zusammen- 
fallend oder imaginär ist; diese Geraden nehmen zugleich die SteUe 
der Haupttangenten ein. Eine leichte Rechnung zeigt, daß im vor- 
liegenden Falle die Determinante J (vgl. Nr. 225) lautet: 



(8) 



«00 


«Ol 


»02 


«08 


»10 


»11 


«12 


«18 


«20 


«21 


«23 


»2. 


OjO 


«81 


«82 


«88 



Da in diesem Ausdrucke die Koordinaten nicht mehr auftreten^ 
so sind die Punkte einer Fläche 2. 0. alle von derselben Art, also 
alle elliptisch, wenn z^ < 0, aUe parabolisch, wenn -^ = 0, oder aUe 
hyperbolisch, wenn z::/ > 0; daher besitzt die Fläche keine parabolische 
Kurve. Die Flächen mit lauter elliptischen Punkten enthalten keine 
reeUen Geraden; es sind das Ellipsoid (Spezialfall die Kugel), das 
zweischalige Hyperboloid und das elliptische Paraboloid. Dagegen 

1) Die Engländer haben dafür dag Wort quadric, woraus die Franzosen qu(k- 
drique und die Italiener quadrica machten; die Deutschen entbehren einer so 
kurzen Bezeichnung, man müßte denn Quadri fläche sagen. 
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enthalten die Flächen 2. 0. mit hyperbolischen Punkten zwei Folgen 
von je (x>^ reellen Geraden: es sind das einschalige Hyperboloid und 
das hyperbolische Paraboloid. Sie können durch die Schnittlinien ent- 
sprechender Ebenen zweier projektiver Ebenenbüschel erzeugt werden 
oder durch die Verbindungslinien entsprechender Punkte ebensolcher 
Punktreihen^ die Träger immer windschief vorausgesetzt; dann und 
nur dann, wenn diese Punktreihen ähnlich sind, ist die Fläche ein 
Paraboloid. Die Flächen 2. 0. mit lauter parabolischen Punkten schließ- 
lich sind die Kegel und im speziellen die Zylinder. Im Falle -^ = 
besitzt die Fläche einen siugulären Doppel-Punkt (vgl. Nr. 227), d. h. ist 
ein Kegel. 

Die unendlich ferne Ebene schneidet, ebenso wie jede andere be- 
liebige Ebene des Raumes, die Fläche 2. 0. in einem Kegelschnitte, der 
von jedem beliebigen Punkte des Baumes, z. B. vom Koordinatenanfang 
in einem Kegel zweiten Grades projiziert wird. Wollen wir seine Glei- 
chung aus der Flächengleichung (1) ableiten, so haben wir nur das 
in Nr. 232 dargelegte allgemeine Verfahren anzuwenden; wir erhalten 

a^^x^ + a„y* + a^^e^ + 2a^^ye + 2a^^X0 -f- 2a^^xy = 0. (3) 

Je nachdem nun dieser Kegel reeU ist und nicht entartet, in zwei 
Ebenen zerfallt, oder imaginär ist, ist auch der Schnitt der Fläche 
mit der unendlich fernen Ebene reell und eigentlich, in zwei Geraden 
zerfallend oder ganz imaginär. Im ersten Falle erstreckt sich die 
Fläche ins unendliche und ist ein (ein- oder zweischaliges) Hyperboloid, 
ein Kegel oder ein Zylinder. Im zweiten Falle, der dadurch charakteri- 
siert ist, daß die Determinante 

12 ^13 

= 0, 

ist die Fläche ein (elliptisches oder hyperbolisches) Paraboloid. Im 
dritten Falle, wenn der Kegel nur den Scheitelpunkt reeU hat, ist die 
Fläche geschlossen, also im allgemeinen ein Ellipsoid. 

237. Aus der Gl. (8) in Nr. 223 ergibt sich, daß die oo* Tan- 
genten und die oo^ Berührungsebenen, die von einem beliebigen Punkte 
aus an eine Fläche 2. 0. gelegt werden, einem Kegel zweiter Ordnimg, 
und ihre Berührungspunkte einer Ebene o angehören; diese heißt 
die Polarebene von 0, während umgekehrt der Pol von co ist. 
Liegt auf der Fläche, so geht o in die Berührungsebene über. Durch- 
läuft eine Gerade r, so dreht sich o um eine Gerade s, derart daß, 
wenn diese ein Punkt durchläuft, seine Polarebene beständig durch r 
gebt, r und s heißen zufolge ihrer gegenseitigen Beziehung in bezug 
auf die Fläche 2. 0. konjugierte Gerade. Schneidet s die Fläche in 
den Punkten M und N, dann sind Mr und Nr die Polarebenen zu 
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M und Ny d. h. die zugehörigen Berührangsebenen. Dies zeigt uns, 
daß die Aufgabe: die durch eine Gerade r gehenden Bertthrungsebenen 
einer Fläche 2. 0. zu finden, nicht verschieden ist von der: die Punkte 
der Fläche zu finden, die auf ihrer konjugierten Geraden 8 liegen. 

Es gibt oo* Quadrupel von Punkten, die in bezug auf eine Fläche 
2. 0. paarweise zueinander konjugiert sind; jedes von ihnen wird von 
den Ecken eines selbstkonjugierten Tetraeders gebildet, derart daß 
jede Ecke der Pol der Gegenfläche, und daß je zwei gegenüberliegende 
Kanten konjugiert sind. Ein beliebiger Punkt des Raumes ist die Ecke 
von oo^ selbstkonjugierten Tetraedern, und jede beliebige Ebene die 
Fläche von cx)' ebensolchen. 

238. Die unendlich ferne Ebene hat, ebenso wie jede andere, in 
bezug auf eine Fläche 2. 0. einen bestimmten Pol M, Wenn sie die 
Fläche nicht berührt, so gehört M dieser nicht an und liegt in end- 
licher Entfernung. Jede durch M gezogene Gerade schneidet die Fläche 
in zwei zu M symmetrischen Punkten, also ist M Symmetriezentrum 
der Fläche. Er ist der sogeuannte Mittelpunkt der Fläche. M ist 
Ecke von oo* selbstkonjugierten Tetraedern, von denen jedes drei Kanten 
im Endlichen hat, die ein Tripel konjugierter Durchmesser 
bilden. Im allgemeinen gibt es unter ihnen eines, das aus drei zuein- 
ander senkrechten Durchmessern besteht, und diese sind dann die 
Achsen der Fläche 2. 0., ihre Endpunkte heißen die Scheitelpunkte, 
die Ebenen, die sie zu je zweien bestimmen, heißen die Haupt ebenen^ 
und die in diesen Ebenen gelegenen Kegelschnitte die Hauptschnitte 
der Fläche 2. 0. — In dem eben ausgeschlossenen Falle, daß die un- 
endlich ferne Ebene die Fläche berührt, gibt es kein Symmetriezentrum; 
die Paraboloide haben also keinen Mittelpunkt; als Durchmesser be- 
trachtet man die oo^ Geraden, die durch den Berührungspunkt der 
unendlich fernen Ebene mit der Fläche gehen. Jeder Durchmesser ist 
konjugiert zu einer bestimmten Stellung, nur für einen einzigen Durch- 
messer, die Achse, ist diese senkrecht zu dem betreffenden Durch- 
messer. Durch die Achse gehen zwei Hauptebenen, die jede einen 
Hauptschnitt der Fläche enthalten. 

Nehmen wir als Koordinatachsen die Achseu einer zentrischen 
Fläche 2. 0., so nimmt die Gleichung der Fläche die Gestalt an: 

3+i+?-i (♦) 

WO die Äy By C reelle Zahlen sind, die eine auf der Hand liegende 
geometrische Bedeutung haben. In gleicher Weise kann 

J + |' + 2. = (5) 

als die kanonische Form der Gleichung irgend eines Paraboloids an- 
gesehen werden. 
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Aus der Gl. (15) in Nr. 230, ergibt sich, daß die Isophotoiden 
einer Fläche zweiter Ordnung wiederum Yon der zweiten Ordnung sind, 
und daher sind die Isophoten im allgemeinen Kurven vierter Ordnung. 

§ 2. Allgemeines über die Projektion einer Flftche 2. O.; 
die stereographiBOhe Projektion. 

239. Wir wollen im folgenden mit JF eine allgemeine und reeUe 
Fläche zweiter Ordnung bezeichnen, die also weder ein Kegel noch 
ein Zylinder ist, noch viel weniger ein Ebenenpaar. Mit C soll ein 
außerhalb derselben gelegener Punkt und mit Jt eine beliebige Ebene 
bezeichnet werden; jenen wollen wir als Projektionszentrum, diese als 
Bildebene nehmen. Der scheinbare Umriß von JF gesehen von C aus, 
wird dann ein Kegelschnitt A sein, dessen Projektion auf x von G 
aus A" sein möge. A' teilt alsdann die Ebene n in zwei Gebiete: 
jeder Punkt des ersteren ist die Projektion zweier reeller Punkte von 
ffy was sich auch kurz dadurch ausdrücken läßt, daß man sagt, die 
Projektion von ST bedeckt jenes Gebiet von ä doppelt. Das zweite 
Gebiet dagegen enthält nur Projektionen von zwei konjugiert imagi- 
nären Punkten von ST. Ist ST eine Fläche mit lauter elliptischen 
Punkten, so gehen durch jede Gerade des Raumes, die ST (in reellen 
Punkten) nicht trifft, also außerhalb der Fläche liegt, zwei reelle Be- 
rührungsebenen, dagegen durch jede schneidende Gerade keine einzige. 
Hieraus folgt: Wenn ein Projektionsstrahl g ^ in zwei reellen Punkten 
trifft, und :;r in P', so geht durch P' keine reelle Tangente an A\ 
demnach liegt P' innerhalb von A\ Das Gegenteil tritt ein, wenn g 
außerhalb liegt. Folglich: Die Projektion einer Fläche zweiter Ord- 
nung, die keine Begelfläche ist (z. B. einer Kugel) von einem nicht 
auf ihr gelegenen Punkte aus auf eine beliebige Ebene bedeckt doppelt 
das Gebiet dieser Ebene, das innerhalb der Projektion des schein- 
baren Umrisses liegt. 

Wenn hingegen ST eine Fläche mit hyperbolischen Punkten ist, 
so gehen durch jede schneidende Gerade zwei reelle Tangentialebenen; 
und folglich: Die Projektion einer Regelfläche zweiten Grades von 
einem nicht auf ihr gelegenen Punkte auf eine beliebige Ebene be- 
deckt doppelt das Gebiet jener Ebene, das außerhalb der Projektion 
des scheinbares Umrisses liegt. 

Eine beliebige Ebene ö schneidet ST, sei sie elliptisch oder hyper- 
bolisch, in einem Kegelschnitte K, der mit A zwei reelle oder kon- 
jugiert imaginäre Punkte P und Q gemein hat, nämlich die Schnitte 
von ST mit der Geraden 5, in der sich die Ebenen jener beiden Kegel- 
schnitte schneiden. Zufolge des in Nr. 229 bewiesenen Satzes ist die 
Projektion K' von K ein Kegelschnitt der ^' in P' und Q' berühren 
muß, d. i. in den Punkten in denen K' von s' geschnitten wird; folg- 
lich projizieren sich die oo^ ebenen Schnitte einer Fläche zweiter 
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Ordnung sämtlicli in Kegelschnitte, die die entsprechende Projektion 
des scheinbaren Umrisses doppelt berflhren. Die beiden BerühniDgs- 
punkte können reell oder konjugiert imaginär sein; sie fallen zusammen, 
wenn die Ebene von K durch eine Tangente von A geht. 

Nehmen wir dagegen an, daß ST aus hyperbolischen Punkt bestehe, 
und daß 6 eine Tangentialebene sei, so zerfallt K in zwei reelle Ge- 
raden g und d; ihre Projektionen g' und d' müssen einen A' doppelt 
berührenden Kegelschnitt bilden, daher ist jede von ihnen Tangente 
an A\ Polglich: Die Erzengenden der Projektion einer geradlinigen 
Fläche zweiter Ordnung sind die Tangenten des scheinbaren Um- 
risses. Durch jeden Punkt P' von ^r, der außerhalb A' liegt, gehen 
zwei Tangenten an A\ in denen sich als Projektion zweimal zwei 
Geraden der Fläche überlagern, die den Strahl CP' treffen. 

240. Wir woUen jetzt im Gegensatz zu der vorigen Nummer an- 
nehmen, daß das Projektionszentrum C auf der Fläche ST selbst liege. 
Dann trifft jeder projizierende Strahl im allgemeinen die Fläche außer 
in G nur in einem Punkte P, die Bildebene n aber in einem Punkte P', 
so daß zwischen den Punkten ST und % eine eindeutige Korrespon- 
denz entsteht. Um deren ausgezeichnete Elemente zu bestimmen, wol- 
len wir mit g und d diejenigen (reellen oder konjugiert imaginären) 
Erzeugenden der Fläche bezeichnen, die durch das Projektionszentrum 
C gehen, und mit D' und & ihre Spurpunkte in ä. Es ist nun klar, 
daß in G' (oder IX) die Projektionen aller Punkte von g (bzw. d) zu- 
sammenfallen, daher entsprechen den Punkten & (bezw. 27) auf JF 
alle Punkte von g (bzw. d). Betrachten wir daher eine beliebige Er- 
zeugende g^ von ST, die dem System der g angehört, so wird sie d 
treffen, und also geht ihre Projektion g^ durch D'. Ebenso projizie- 
ren sich alle Erzeugenden des anderen Systems in Geraden, die durch 
g gehen. Außerdem muß jeder ebene Schnitt der Fläche die Geraden 
g und d treffen; demnach werden die oo^ ebenen Schnitte der Fläche 
durch <x>^ Kegelschnitte dargestellt, die durch die (reellen oder kon- 
jugiert imaginären) Punkte G' und 2>' gehen. Insbesondere werden die 
oo^ Schnitte, die von den Tangentialebenen herrühren, durch oo^ Paare 
von Geraden dargestellt, von denen die eine durch ö', die andere durch 
D' geht. Die cx>^ Geraden, die von C aus die unendlich nahen Punkte von 
ST projizieren, liegen in der Ebene gdj die ST in (7 berührt; dem Punkte 
C selber entsprechen daher in der Bildebene alle Pimkte der Ge- 
raden G'IX. 

In dem speziellen Falle, daß ST die als kugelförmig gedachte Erd- 
oberfläche darstellt, G ein Pol und % die Ebene des Äquators ist, ent- 
sprechen ihren oo^ ebenen Schnitten die ebensovielen Kreise der Bild- 
ebene. Wir erhalten die wohlbekannte Methode der stereographischen 
Projektion der Kngelfläche. Aber auch, wenn ?F eine beliebige Fläche 
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2. 0. ist^ and man die Bildebene, sowie das Projektionszentram anf ihr 
beliebig wählt, hat man eine Darstellong, die man als stereographische 
Projektion der Fläche Eweiter Ordnung bezeichnet. 

§ 3. Darstellnng einer Fläche 2. O. nach der Mongesohen Methode. 

241. Will man eine zentrische Fläche 2. 0. ?F (z. B. ein EUip- 
soid) auf eine besonders übersichtliche Weise nach der Mongeschen 
Methode darstellen, so wird man zweckmäßig die Grand-, Auf- und 
Seitenrißebene parallel zu den drei Hauptebenen von 7 legen. sei 
das Zentrum der Fläche, A^, J^, B^y B^, Cj, C^ die Scheitelpunkte, 
und zwar wollen wir annehmen, daß die Achse Ä^A^ parallel der Orand- 
linie a^, sei, B^ B^ senkrecht zur Aufrißebene, und C^ C^ senkrecht zur 
Grundebene. Im Falle des EUipsoids sind dann alle diese Punkte reell; 
bei dem einschaligen Hyperboloid mögen A^A^j ^i^ re^U 8®i^> ^^^ 
das zweischalige Hyperboloid möge so gelagert sein, daß C^C^ reell 
ist. Analoge Annahmen wollen wir machen, wenn es sich um eine 
Fläche mit unendlich fernem Zentrum handelt. 

Ist ST z. B. ein Ellipsoid (wie in Fig. 88, S. 172), so sind die in 
bezug auf das Zenit der Bildebenen scheinbaren Umrisse die drei Haupt- 
schnitte Alf A^y A^ und demnach ist A{ die Ellipse mit den Achsen 
A^A,' und B^'B^, A;' die mit den Achsen A;;a;' und C/'C,", a;" 
die mit den Achsen B;"B^" und (7/"C,'". C; und C; fallen mit 0', 
B^'B^' mitO" und A^" A^" mit 0"' zusammen, i) 

Die Projektionen jedes ebenen Schnittes K^ von ST werden Kegel- 
schnitte K', K", K'" sein, die ^/, A^\ A^" doppelt berühren; die 
(eigentlichen oder uneigentlichen) Berührungssehnen sind die erste, zweite 
und dritte Projektion der Spurlinien der Ebene 6 des Schnittes K mit 
den Ebenen der Hauptschnitte der Fläche. Da K' und A( einander 
doppelt berührende Kegelschnitte sind, so entsprechen sie sich in zweier- 
lei Art in einer Homologie, die die Berührungssehne als Achse und 
zum Zentrum den Pol dieser Geraden in bezug auf beide Kurven hat; 
ähnliches gilt von K" und A^\ sowie von K"' und A^", 

In dem speziellen Falle, daß 6 parallel zur Grundebene ist, geht 
die Achse dieser Homologie ins Unendliche, und K' und A( sind dann 
ähnlich und ähnlich gelegen mit dem Ähnlichkeitszentrum (7. K" und 
K"' gehen dann über in (doppelt zu denkende) Sehnen von A^\ A^\ 
Ahnliches gilt, wenn 6 parallel zur Auf- oder Seitenrißebene ist. 

Nehmen wir hingegen an, daß 6 durch eine der Achsen etwa 
A^ A^ gehe, dann ist die Homologieachse zwischen A^ und K' die Ge- 



1) Der Einfacheit der Darstellung wegen wollen wir annehmen, dafi die 
Kurven <4/nnd ^^'W oll stand ig gezeichnet vorliegen; es würde allerdings leicht 
sein, durch Anwendung der Kegelschnittheorie , sich von dieser Voraussetzung 
freizumachen. 
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rade A^' Ä^y und das Zentrum der unendlich ferne Punkt von B^B^\ 
demnach ist die Beziehung zwischen ^'und K'eine orthogonale Affini- 
tät mit der Achse A^A^\ Ähnlich wenn 6 durch B^B^ oder G^ C^ geht. 

Es ist leicht einzusehen, daß alle diese Betrachtungen und Fol- 
gerungen sich leicht auf den Fall ausdehnen lassen, daß ST nicht ein 
Ellipsoid ist. 

Wir wollen noch einige Bemerkungen über die Regelflächen zwei- 
ten Grades hinzufügen, um eine bestimmte Vorstellung zu haben, neh- 
men wir etwa ein einschaliges Hyperboloid, dessen imaginäre Scheitel- 
punkte C^ und Cg seien; alsdann ist A^' die 
Ellipse mit den Achsen A^A^ und B^B^\ 
während ^," die Hyperbel mit der Fokal- 
achse A^''Al^' ist und der imaginären Achse 
C^'G^\ Die Geraden der Fläche projizieren 
sich dann im Grundriß als Tangenten von 
A^ und im Aufriß als Tangenten von A^'\ 
Die Erzengenden des einen Systems wollen 
wir wie früher mit g, die des anderen mit 
d bezeichnen; alsdann ist jede Tangente / 
von A^' (oder A^') die Projektion zweier 
Erzeugenden der Fläche, deren zweite (oder 
erste) Projektion wir, wie folgt, bestimmen 
können. Es sei (s. die Fig. 87) r eine Tan- 
gente von A^\ und r die Vertikalebene, 
deren Horizontalspur mit / zusammenfällt; 
T schneidet dann den Hauptschnitt A^C^A^G^ 
in zwei Punkten G und 2), deren erste Projektionen mit dem Punkte 
(r, A^A^ zusammenfallen, und deren zweite Projektionen die Schnitte 
von A^' mit den entsprechenden Ordinalen sind. Die Tangenten g\ d" in 
6r", i)" an A^' sind die zweiten Projektionen der beiden Erzeugenden 
g und d von ST, deren erste Projektionen mit / zusammenfielen. 

In ganz analoger Weise läßt sich die erste Projektion der beiden 
Erzeugenden ^, d konstruieren, deren zweite Projektion r" Tangente 
an A" ist (s. für beide Fälle die Fig. 87). Es ist klar, daß das Er- 
gebnis dieser Konstruktionen immer reell ist, wie man auch die Tan- 
genten /, f " wählen mag. 

Zur Übung« Ein hyperbolisches Paraboloid in der Mongeschen Methode 
darzustellen durch die einzelnen Erzeugenden für den Fall, dafi die Fläche durch 
die Seiten eines windschiefen Vierecks gehe, von denen zwei in der Auf-, zwei 
in der Seitenrißebene liegen. 

Anmerkung. Die Darstellung einer Fläche 2. 0. nach der Me- 
thode der kotierten Ebenen läßt sich am bequemsten ausführen, wenn 
man eine der Hauptebenen als Grundebene wählt; das Nähere müssen 
wir dem Leser überlassen. 
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242, Es soll jetzt die obige Darstellung bei der Lösung einiger 
Aufgaben benutzt werden ; um eine bestimmte Vorstellung zu erhalten, 
wollen wir annehmen, daß es sich um ein EUipsoid (im speziellen 
eine Kugel) handele, dennoch haben unsere Angaben mutatis mutan- 
dis auch Gültigkeit für alle anderen Flächen 2. 0. 

Aufgabe L Gegeben eine Projektion eines Punktes der Fläche: 
gesucht die andere und die zugehörige Berttbrungsebene. 

Auflösung. Gegeben sei (Fig. 88) die Projektion P' innerhalb der 
Ellipse A^ des Grundrisses des ersten scheinbaren Umrisses. Um P" zu 




Fig. 88. 

finden, legen wir durch P die zur Aufrißebene parallele Ebene, die 
aus der Fläche den Kegelschnitt T ausschneidet. Dieser projiziert sich 
im Grundriß als die durch P' parallel zur Achse gehende Sehne M!'K 
der Ellipse A^. Die durch M' und W gehenden Ordinaten schneiden 
AI' A^' in W und 1^'\ V ist demnach die mit A^' konzentrische 
und ähnlich gelegene Ellipse mit den Scheiteln Jf ", ^", kann also 
leicht gezeichnet werden. Ihre Schnitte mit der Ordinate o von P' 
sind die Projektion des (bzw. der) gesuchten Punkte. 

Die Zeichnung der Ellipse V läßt sich jedoch vermeiden durch 
folgende Überlegung. Die Punkte, in denen die Ordinate o den Kegel- 
schnitt T" schneidet, entsprechen in der Homothetie zwischen V und 
A^' den Punkten, in denen A^' von o^ geschnitten wird, welche Ge- 
rade der Geraden o als dem Kegelschnitte P" angehörig, entspricht. 
Nun ist Oj parallel zu o, und die Abstände der Geraden o^ und o von O' 



stehen zueinander in dem Verhältnisse 



JY"0" 



Ziehen wir daher durch 



P' die Parallele zu A\N', so finden wir den Schnittpunkt von Oj mit 
A^A^, Ziehen wir durch ihn die Parallele zu o, so ist diese Oj, 
Ist D" einer der Schnittpunkte von o^ mit A^\ so wird der Schnitt 
von (y'jy mit o einer der gesuchten Punkte sein. 
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Die Tangente f in P an F projiziert sich im Grundriß auf die 
Gerade M'N'\ f ist hingegen die durch P" an r" gezogene Tangente; 
wegen der Homothetie zwischen T" und A^" ist f aber parallel zu 
der in D" an A^" gezogenen Tangente; durch die Gerade t = {t', t") 
geht aber die Berührungsebene in P an 7. Um ihre Bestimmung zu ver- 
Vollsiändigen^ legen wir durch P noch einen Schnitt parallel zur Grund- 
ebene, der den Kegelschnitt /4 ausschneidet. Dieser projiziert sich im 
Aufriß in die Sehne B!'K" der Ellipse Ä^\ die parallel zur Achse 
durch P" läuft; /f hingegen ist eine durch P' gehende und mit Ä^ 
konzentrische und ähnlich gelegene EUipse. Denmach hat die Tangente 
w in P an ^ zum Aufriß die Gerade WK'\ als Grundriß die Parallele 
u\ die durch P' zu der Tangente von A^ gezogen ist, die durch den 
Endpunkt des Durchmessers ÖV geht. Somit ist die Berührungs- 
ebene durch die beiden Geraden t^ m bestimmt; sind T^ und CT, deren 
erster bzw. zweiter Spurpunkt, so sind die Parallelen durch 2\ zu u 
und durch V^ zu f die Spurlinien jener Ebene. 

Zar Übung. Dieselbe Aufgabe zu lösen durch Benutzung der durch P 
und ^1^, oder OjC, gehenden Schnitte (vgl."Sr. 241). 

Spezialfälle, a) Handelt es sich um eine Kugel^ so sind A^ 
und A{ Kreise yon gleichem Radius mit der Kugel, und T" ist ein 




Fig. 89 (sm a)). 



Fig. 90 (zu A)). 



Kreis um 0" mit dem Durchmesser WW (s. Fig. 89). Ist dieser 
gezeichnet, so trifft die Ordinate von P' ihn in zwei Punkten, von 
denen jeder als die zweite Projektion P" des gesuchten Punktes an- 
gesehen werden kann. Die Berührungsebene wird bestimmt durch die 
Gerade ^, die zu Projektionen die Gerade Jf' -W hat und die Senk- 
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rechte i" durch P" zu OfB"^ sowie durch u, die zu Projektionen hat 
die Senkrechte zu (TP' durch P' und die Parallele durch P" zur 
Achse. 

6) Handelt es sich um eine Regelfläche, z. B. ein einschaliges 
Hyperboloid, so läßt sich unsere Aufgabe in einfacher Weise 




Pig. 91 (au €)). 

lösen, wenn man die Geraden der Fläche benutzt. Zieht man nämlich 
(s. Fig. 90) von P' aus an den Kegelschnitt A<^ die Tangenten, so 
überdecken sich in diesen die ersten Projektionen je zweier Erzeugen- 
den, sagen wir g^, d^ in der einen, g^, d, in der anderen Tangente. 
Demnach ist P etwa der Punkt g^d^ oder g^d^. Konstruieren wir uns 
nun die Geraden ^/, g^'\ d^\ d^\ so können wir als P", sowohl g('d^'^ 



Digitized by 



Google 



2. Eap. Flächen zweiter Ordnnng. 



175 



als auch g^' d" wählen. Zur Kontrolle beachte man^ daß beide Punkte 
auf der Ordinate von P' liegen müssen. 

e) Wenn aber die Fläche durch drei ihrer Erzeugenden a, 6, c 
bestimmt ist^ so kann man die Aufgabe als einen besonderen Fall der- 
jenigen betrachten, die wir in Bd. I, S. 47 — 9 behandelt haben; als vierte 
Gerade d gilt nun diejenige Vertikale, die P' als Horizontalprojektion hat. 
Die so entstehende Konstruktion ist in Fig. 91 ausgeführt mittels der 
Ebenen, welche als erste Spuren die (beliebigen) Geraden s<^ und t^ 
durch P' = ef haben. 

243. Aufgabe IL 
Die Schnitte einer 
Seraden mit einer 
Fläche zweiter Ord- 
nung zn finden. 

AuflSsnng: Die 
Fläche sei wieder ein 
EUipsoid JF in der 
früheren Weise dar- 
gestellt und ?= (r, Z") 
sei die gegebene Ge- Äz\ 
rade (s. Fig. 92). 

Man beachte^ daß 
die gesuchten Punk- 
te die Doppelelem- 
ente der Involution 
sind, die gebildet wird 
von den Punkten der 
Geraden l^ die in be- 

zug auf 9^ zueinander konjugiert sind; also heißt es 
die Doppelpunkte dieser Involution zu finden: um 
die Aufgabe aufeulösen, genügt es, diese Involution in 
erster oder zweiter Projektion zu bestimmen. Zu 
diesem Zwecke betrachten wir den Punkt f7, in wel- 
chem Z die Ebene A^3^A^3^ schneidet: es ist dann 
IJ"=:V''Ä^"A^\ und ZT der Punkt, in dem die entsprechende 
Ordinate V trifft. Die Polarebene von TJ ist eine vertikale Ebene 
und hat als erste Spur die Polare u^ von Z7' in bezug auf ^j'.^) 




Fig. 98. 



1) Um die Wahrheit solcher Behauptung zn sehen, genügt es zu bemerken, 
daß die Polarebene £ des Punktes F{Xf^ , y^ , z^) in bezug auf die Fläche 



r.« t" ?»j "r ^j 



= 1 



im allgemeinen die Gleichung hat 
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Der Punkt V-u^ ist erste Projektion des Punktes Ü von Z, der konjugiert 
zu U in bezug auf ST ist; die entsprechende Ordinate trifft T in JJ"- 
Um ein anderes Paar der fraglichen Involution zu finden, betrachten 
wir geradeso den Punkt F, in dem { die Ebene A^CiA^O^ trifft, so 
können wir ebenso den zu F in bezug auf ST konjugierten Punkt F 
finden. Die Doppelpunkte X', T der so durch die Paare UU'y TV 
bestimmten Inv^olution sind die ersten Projektionen der gesuchten 
Punkte, die zweiten sind die Schnitte der zugehörigen Ordinaten mit V\ 
Um die Punkte X', Y zu finden, beschreiben wir einen Kreis K, der_Z' 
berührt; wir ziehen die zweiten Tangenten desselben, die durch JJ',?/' 
und F', F' gehen; sei U^ der Durchschnittspunkt der ersteren, F^ der 
des zweiten. Die Kreistangenten in den Punkten, in denen K von der 
Geraden U^V^ geschnitten wird, treffen V in den gesuchten Punkten. 
Bemerkung. Wenn die Fläche geradlinig ist, so ist die vorige 
Aufgabe im Grunde nicht verschieden von der Untersuchung der Ge- 
raden die vier gegebene schneiden (vgl. Nr. 29). Dasselbe gilt in be- 
zug auf die nächste Aufgabe. 

Aufgabe III. Die durch eine gegebene Gerade gehenden Berfih- 
rangsebenen einer Fläche zweiter Ordnung zu bestimmen. 

Auflösung. Die Data seien dieselben, wie in der vorigen Aufgabe. 
Da jene zu der jetzigen Aufgabe dual ist, so können wir versuchen, 
sie auf einem zu dem vorigen dualen Wege zu lösen; wir werden jetzt 
zeigen, daß das möglich ist. Der Kürze halber wollen wir mit a, /S, y 
die drei Hauptebenen B^C^B^O^, GiA^G^A^, A^B^Ä^B^ bezeichnen, 
und ^ = [«1, Sj], ir = pj, t^ seien die Ebenen, die die Gerade l auf 
die Grund- und Aufrißebene projizieren; es ist dann «i = T, ^^ = T, 
während s^ und \ senkrecht zur Grundlinie a^ sind (s. die Fig. 93). Da 
e senkrecht zum Hauptschnitt y ist, so ist ihr Pol nicht verschieden 
von dem der Geraden c^6y in bezug auf diesen Hauptschnitt (s. die 
Fußnote auf dieser S.), und Ä' ist der Pol von c' = ^^ = V in bezug auf 

a« "^ &* "^ c* ■" ' 

wenn daher P in einer der Hauptebenen liegt, also z. B. z^^^y, so wird diese 
Gleichung zu 

{x-a){x,-a) (y-P)(yo-ft _ ^ 

a* "^ &* 

Alsdann ist s die durch die Polare von P' in bezug auf diesen Hauptschnitt 
senkrecht zu dieser gelegte Ebene. Es möge noch bemerkt werden, dafi, wenn 
P noch auf einer Achse liegt, also z. B. y^ = /?, Zq^^ y, so ist e folgendermaßen 
dargestellt 

(a?— a)(a?o — tt) __ ^ 

sie ist daher die durch den vierten harmonischen Punkt zu P und den Endpunk- 
ten der Achse gelegte senkrechte Ebene. 
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die Ellipse A^^ S" ist der Schnitt der entsprechenden Ordinate mit 
A^'A^'\ Der Punkt S^{S\S') und die Gerade l = {r,r) bestimmen 
die Ebene ^ = [5i, 5j], die zu 
6 in bezug auf ST konjugiert 
ist. Wir wechseln nun die 
Rolle der beiden Projektions- 
ebenen und gehen in ganz 
analoger Weise vor, indem 
wir den Pol T" von V in 
bezug auf A^ bestimmen und 
konstruieren r = [?i; t^\, die 
zu r in bezug auf ?F konjugiert 
ist. Mit Hilfe eines Kreises, 
der durch den ersten Spur- 
punkt L^ von l geht, suchen 
wir dann die Doppelelemente 
^1; Vi ^®^ durch die Paare 
s^s^y ^?i bestimmten Involu- 
tion; sie sind die ersten Spu- 
ren der gesuchten Ebenen. Die 
zweiten ergeben sich daraus, ^* ^^* 

daß sie durch den zweiten Spurpunkt L, von l gehen müssen und da- 
raus, daß die beiden Spuren einer Ebene sich auf der Grundlinie a^ 
schneiden müssen. 

Zur Übnng. I. Wie vereinfacht sich diese Konstruktion im Falle einer 
Kugel? II« Die gemeinsamen Berührungsebenen zweier Kugeln zu konstruieren 
(Man benutze die Ähnlichkeitsachsen 
der beiden Flächen). A'i 

244. Aufgabe IV. DenSchnitt- -^^ 
einer Fläche 2. Ordnung mit einer 
Ebene zu konstruieren. 

Auflösung. L Methode. Die 
gegebene Ebene sei r = p^, ^,]. 
Eine beliebige horizontale Ebene 
CO, etwa diejenige, die als zweite 
Spur die zur Achse parallele Ge- 
rade Wj hat, schneidet t in einer 
Geraden r, deren zweite Projek- 
tion r' mit «2 zusammenfällt, 
während / leicht zu finden ist (s. 
Fig. 94). (o schneidet die ST in einer 
Ellipse Fj deren zweite Projek- 
tion JT" mit der auf u^ gelegenen Sehne M"N'' von A^' zusammen- 
fällt, während J^ konzentrisch und ähnlich gelegen zu A^ ist und als 

Loria-S chatte: Darstellende Geometrie. II. Bd. 12 
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Achse die Strecke M'N' hat. Die Schnitte von r mit V sind die ersten 
Projektionen zweier Punkte X, Y des gesuchten Schnittes. Um sie 
ohne vorherige Zeichnung der Kurve V zu finden, beachte man^ daß 
in der Homothetie zwischen JT' und A^ die Punkte X\ Y' den Punk- 
ten entsprechen, in denen A( von der Geraden r* getroffen wird, die 
der, als zu r' gehörend, gedachten Geraden r entspricht, r* ist aber 
parallel zu r und hat von 0' einen Abstand, der zu dem von r in 

(y A ' 
dem Verhältnisse ^iJr steht. Um sie zu konstruieren, zeichne man 

den Punkt H^r'B^'B^ und verbinde JET mit M\ Die durch Ä^' zu 
HM' gezogene Parallele schneidet B^'B^ in K und die durch K zu r' 
gezogene Parallele ist r*. Schneidet letztere nun A^' in P und Qy so 
hat man noch OB und O'Q zu ziehen, imd diese schneiden r' in X' 
und Y\ Die entsprechenden Ordinaten treffen r" = u^ in X" und Y'\ 
Variieren wir nun u^, indem wir es parallel zu sich selbst verschieben, 
so erhalten wir neue Punktepaare X, Y und erzeugen so den gesuchten 
Schnitt. — Im speziellen können wir u^ mit A^' A^' zusammenfallen 
lassen, und wenn dann s^ der Schnitt von r mit der entsprechenden 
Lage der Hilfsebene o ist, so fällt F' mit A^ zusammen und die 
Affinität geht in eine Identität über, weshalb die Punkte TJ^,V^y in 
denen 8^ A^ schneidet, der ersten Projektion der Schnittlinie 27 ange- 
hören, was auch aus dem Satze in Nr. 239 hervorgeht. 27' berührt 
daher A^' in U^, F/. Ähnlich findet man die Punkte U^\ V{, in 
denen 27" A^'' berührt. 

Man beachte, daß durch die Punkte ü^, F/ und das Paar X', Y" 
der Kegelschnitt 27' schon überbestimmt ist, da er A^ in U^ und V^^ 
berührt; dasselbe gut von 27" in bezug auf TJ^'V^" und X'\T\ 

Anmerkung. In dem Falle, daß es sich um eine Kugel handelt^ 
ist diese Methode besonders bequem, da dann F sowohl wie sein 
Grundriß ein Kreis ist. Zur Übung möge der Leser die bezügliche 
Konstruktion durchführen. 

n. Methode. Die Data seien dieselben wie vorhin. Als Hilfs- 
flächen \iehmen wir auch hier Ebenen, die zueinander parallel sind, 
jedoch nicht mehr zu den Fundamentalebenen, sondern ihre Stellung 
ergibt sich wie folgt. Wir beschreiben um 0' mit OB^ einen Kreis 
K' (s. die Fig. 95); er ist die Projektion zweier ebener Schnitte durch 
die Fläche, die zur Aufrißebene senkrecht stehen. Um diese zu be- 
stimmen, zeichnen wir die Punkte M\ M^ in denen K' die Gerade 
Ä^A^ trifft. M' ist die Projektion zweier Punkte von ST, die der 
Ellipse A^C^A^C^ angehören, deren zweite Projektionen wir erhalten, 
wenn wir^e Ellipse A^'' mit der Ordinate von M' schneiden; sie seien 
M" und M'\ Ebenso seien Jf/', M^' die Schnitte von ^j" mit der 
Ordinate von M^yj^ohei die Bezeichnungen so gewählt sein mögen, 
daß M"M^" und M"M^' Durehmesser von A^' werden (in der Figur 
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wurde nur der erstere gezeichnet). Die Strecken M"M^' und M"M^' 
stellen dann den Aufriß zweier ebener Schnitte K und K mit ST dar, 
die K' zum gemeinsamen Grundriß haben, während die Geraden 
t*2 = Jf "Jf/' und ü = M"M^' die zweiten Spuren ihrer Ebenen sind. 
Hieraus ergeben sich leicht ihre ersten Spuren u^ und w^, da sie ja 
senkreckt zur Achse a^^ sind. Wir kon- 
struieren nun die Schnittlinie r der beiden 
Ebenen [<i,y und [^1,^2]? **' schneidet 
dann K' in zwei Punkten X', Y\ die zu- 
gehörigen Ordinaten r" = u^ in X", Y' '. 
Dann sind offenbar X, Y Punkte 
der gesuchten^ Schnittkurve; zwei 
weitere X, Y erhält man durch 
die Ebene [mj, Wg]. Um beliebig 
viele weitere zu erhalten, nehme 
man eine zu \u^^ u^ parallele 
Ebene [Vj, vj, sie schneidet ST in 
einer Ellipse, deren Aufriß die auf v^ 
liegende Sehne WS^' von Ä^' ist, während 
ihr Grundriß ein Kreis mit dem Durch- 
messer N'N^' ist; er triffib die erste Pro- 
jektion s' der Schnittlinie der Ebenen 
[^i?^»];[^i;*^2] i^ zwei Punkten Z', W\ deren 
Ordinaten v^ = s" in Z", TT" treffen. Z und W sind zwei neue Punkte 
des gesuchten Schnittes, und durch Variation von v^ ergiebt sich dieser 
punktweise. 

Anmerkung. Wenn die Fläche geradlinig ist, so kann die Auf- 
gabe gelöst werden, indem man die Punkte sucht, in denen die ge- 
gebene Ebene die Erzeugenden der Fläche schneidet. 

245. Aufgabe V. Von einem Pnnkte ans an eine Fläche zweiter 
Ordnung den BerQhmngskegel zu legen. 

Auflösung. Die Fläche sei ein wie früher dargestelltes Ellipsoid, 
der Punkt sei P = (P', P") (s. Fig. 96). Wir wollen zeigen, wie sich 
die Berührungskurve des gesuchten Kegels punktweise konstruieren 
läßt, indem man die in einer beliebigen horizontalen Ebene (o gelegenen 
Punkte dieser Kurve ermittelt. 

Wir betrachten zu dem Zwecke, den der Fläche ST umschriebenen 
Kegel JC, der sie längs der Kurve F berührt, in der ST von der Horizontal- 
ebene CO, deren Spur t^ ist, geschnitten wird. Legen wir an den Kegel HZ 
von P die Tangentialebenen, so werden die entsprechenden Berührungs- 
erzeugenden o in den gesuchten Punkten treffen. F projiziert sich 
nun im Aufriß in die Sehne IF'H^" von ji^' auf ^, und der zweite 
scheinbare Umriß jenes umschriebenen Kegels wird von den beiden 

12* 
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Fig. 96. 



Geraden gebildet, die A^" in H" und flj" berühren; der Schnitt dieser 
beiden Tangenten ist die zweite Projektion V" des Scheitels dieses Ke- 
gels, während F' mit 0' zusammenfallt. Wir 
bestimmen nun den Punkt J, in dem PF die 
Ebene © der Kurve /j trifft. 
eT' ist dann der Schnitt von 
F'V" mit t^, während J' der 
Schnitt der zügehörigen Or- 
dinate mit F F' ist. Die Be- 
rührungspunkte der von J' 
an den Kegelschnitt F ge- 
zogenen Tangenten gehören 
offenbar der gesuchten Kurve 
an, daher sind X', Y die 
Berührungspunkte der von 
J' an r' gezogenen Tangen- 
ten. Nun entsprechen sich 
aber F' und A^ in einer Ho- 
mothetie mit dem Zentrum 
0' und dem Ahnlichkeits- 
verhältnis O'H^'.O'A^-, in 
dieser entsprechen also den 
Punkten Z', F' die Berüh- 
rungspunkte Qy B der Tangenten an A^ von jenem Punkte Jf, der 
dem J' in jener Homothetie entspricht {M erhält man nun, indem 
man durch A{ die Parallele zu H^J' zieht; sie schneidet eben O'P' in 
M). Man hat also von M^tlA^' die Tangenten zu ziehen, ihre Berührungs- 
punkte Q, R mit (y zu verbinden, und durch J' zu ihnen die Parallelen 
zu ziehen. Diese sind Tangenten an JT' und berühren ihn in X' und F, 
den Schnitten mit (7 Q und (XB}), Die zugehörigen Ordinaten schneiden 
dann t^ in X/'F". X und Y selbst sind dann zwei Punkte der Be- 
rührungskurve; weitere erhalten wir durch ParaUelverschiebung von t^. 
Anmerkungen: I. Obige Konstruktion bleibt im wesentlichen auch 
anwendbar, wenn P im Unendlichen liegt, in gegebener Richtung. 
IL Drei beliebig auf der erhaltenen Kurve gewählte Punkte liefern uns 
die Polarebene von P in bezug auf JT. Jedoch ist dies Verfahren, die 
Polarebene eines Punktes P zu finden, i. a. wenig zweckmäßig und 
ganz unbrauchbar, wenn P innerhalb JF liegt; es soll daher ein anderes, 
nie versagendes dargelegt werden. 

246. Aufgabe VI. Die Polarebene eines Punktes in bezug auf 
eine Fläche zweiter Ordnung darzustellen. 

1) Da QB und X' F' entsprechende Geraden in jener Homothetie sind, so 
müssen sie einander parallel werden. 
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AnflSsmig. Die Fläche sei ein wie bisher dargestelltes Ellipsoid, 
der Punkt sei P=(P\ P") \s. Fig. 97]. Legen wir durch P drei 
beliebige Ebenen k, ii^ v und betrachten deren Pole L, My N in he- 
zug auf ?r, so bestimmen die letzteren die gesuchte Ebene. Um eine 
bequem ausführbare Konstruktion zu erhalten, hat man darauf zu sehen, 
diese Hilfsebenen in möglichst geeigneter Weise zu wählen. Zweck- 
mäßig wählt man diejenigen durch P gehenden Ebenen, die parallel 
zu den Hauptebenen von JT laufen. Nehmen wir als Ebene X die zur 
Achse Ä^Ä^ senkrechte, und nennen deren Schnitt mit der Achse i^, 
so ist der Pol von l der vierte harmonische Punkt zu A^, A^, L^^ 
L;, i/' sind die Schnitte von A;A^, ^'^% mit der Geraden rP'\ 
und daher L und L" die vierten harmonischen Punkte zu L^y A^j A^ 
bzw. zu i/', A^\ A^\ Als Ebene fi nehmen wir ebenso die durch P 
zu B^B^ senkrechte; schneidet sie diese Achse in Jfj, so fäUt Jf/ in 
den Punkt, in dem B^'B^ die durch 
P' zur Achse a^ gezogene Parallele 
trifft, und M^' in 0'\ Alsdann ist 
der Pol Jf von fi der vierte harmo- 
nische zullfi,Bi,B2; JM" fällt zu- 
sammen niit Mj", und Jf' ist der vierte 
harmonische zu M^y B^y B^. Ist 
schließlich v die durch P senkrecht 
zu (7i(7j gölegte Ebene, und B^ der 
Punkt V . Cj Cj, so fällt JV/ auf (X, -AT/' 
ist der Schnitt der durch P" zu a^g 
gezogenen Parallelen mit C/'Cg". Der 
Pol N von V hat die Projektionen 
JT' = öy und Wy welches der vierte 
harmonische zu ^/', G^\ C^" ist. Be- 
stimmt man nun die Spurpunkte T^yT^, 
U^yU^, V^yV^ der Geraden LM, LNy MNy so erhält man mehr als 
notwendig, um die Spurlinien der gesuchten Ebenen zu bestimme^. 

Aufi^abe VII. Den Pol einer Ebene in bezng anf eine Fläche 
«weiter Ordnung zu konstruieren. 

Diese Aufgabe, die nicht nur die ümkehrung, sondern auch die 
duale zu der vorigen ist, läßt sich auf einem zu dem vorigen dualem 
Wege lösen, Die Fläche sei wieder ein wie früher dargestelltes Ellip- 
soid JTund T = [^i, ^j] die gegebene Ebene. Nimmt man auf r beliebig 
die Punkte L, M, N, bestimmt deren Polarebenen X, ft, v, so schneiden 
sich diese in dem gesuchten Pole; als solche drei Punkte nimmt man 
zweckmäßig die Schnittpunkte der drei Achsen von JTmit r (s. Fig. 98). 
Den Schnittpunkt L mit der Achse A^A^ findet man durch Anwendung 
des in Nr. 24 angegebenen Verfahrens, den Schnitt einer Ebene mit 
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einer zur Achse parallelen Geraden zu finden; den Schnitt M mit B^B^ 
daraus, daß Jtf' = (X; den Punkt M daraus, daß Jf"= 0" wird. Sind 
nun L^, N^, M^ die vierten harmonischen Punkte zu L, Ny M und den 

Paaren A^A^, ^1^97 ^1^%) so sind die 
Polarebenen Pj, y, [w^, nj, [Wi, m^ 
von L, N, M in bezug auf ff", die 
durch L^yN^j M^ parallel zur dritten, 
zweiten, ersten Bildebene gelegten 
Ebenen. Also fallen Zj, Z, mit der Or- 
dinate L(L^' zusammen; m, ist die 
zu a^j parallele Gerade durch M^', m^ 
liegt im Unendlichen; n, liegt eben- 
falls im Unendlichen, n^ ist die durch 
N^' zu a^j gezogene Parallele. Der 
diesen drei Ebenen gemeinsame Punkt 
P ist der gesuchte Pol, und es ist 
F' = l^n^y P" = km^. 

§ 4. Einiges über die Darstellung einer Fläche 2. O. in Zentral- 
projektion. 

247. Die Darstellung der einzelnen Erzeugenden einer Regel- 
fläche 2. 0. in Zentralprojektion ist die unmittelbare Folge der Fun- 
damentalaufgaben der Geometrie der Lage, wenn man sich die Fläche 
nach einer den von der projektiven Geometrie gelehrten oder auf diese 
zurückfährbaren Methoden erzeugt denkt, d. h. also durch projektive 
Ebenenbüschel oder Punktreihen. 

Zur Übung. In Zentralprojektion die einzelnen Erzeugenden der Fläche 
darzustellen, die der Ort der Orthogonalprojektionen einer gegebenen Geraden 
auf die Ebenen eines Büschels ist. 

Um alle Fälle der Darstellung einer Fläche 2. 0. kurz zu be- 
handeln, mögen folgende Bemerkungen dienen. Die Gleichung 

ax^ + bf + C2' + l(f + ^^- + -^-iy=^0. . . (1) 

stellt in kartesischen, im allgemeinen schiefwinkligen, Koordinaten 
eine Fläche zweiter Ordnung dar, für welche die Ebenen 



rr = 0, y == 0, ;2? = 0, 



- + 



+ 4 = 1 



ein selbstkonjugiertes Tetraeder bilden. Wenn wir in GL (1) die Kon- 
stanten a, 6, c, py Qy r festhalten und A variieren lassen, so erhalten 
wir 00^ Flächen 2. 0., die alle durch den Kegelschnitt 



ax^+ by^+ C0^= 0, 



+1+4=1 



hindurchgehen und dem Kegel einbeschrieben sind, der jenen Kegel- 
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schnitt Yom Koordinatenanfang aus projiziert. Wird nun einer dieser 
Flächen die Bedingung auferlegt^ durch einen gegebenen Punkt zu 
gehen, so ist dadurch der entsprechende Wert von X bestimmt und 
damit auch die Fläche. Also: 

Es gibt nur eine bestimmte Fläcbe zweiter Ordnung, die durch 
einen gegebenen Kegelschnitt und einen Punkt außerhalb dessen 
Ebene geht und einem Kegel durch jenen Kegelschnitt mit gegebener 
Spitze einbeschrieben ist. 

Aus diesem Satze folgt; daß man bei der Bestimmung eine Fläche 
2. 0. 7 in Zentralprojektion, den Kegelschnitt, der den scheinbaren 
Umriß vom Zentrum C aus gesehen bildet, nehmen kann als 

r^(ti',r) 

und außerdem einen beliebigen ihrer Punkte 

Ä = (Tr, A). 

Um diese Bestimmung in der einfachsten Weise zu bewerkstelligen, 
nehmen wir als Bildebene die Ebene von F; wir geben also in der 
Bildebene einen Kegelschnitt, der zugleich die Spur von ST in der Bild- 
ebene als auch den scheinbaren Umriß gesehen vom Zentrum C aus 
darstellt. Aus den allgemeinen Darlegungen in Nr. 239 ergibt sich: 
Liegt der Punkt A' außerhalb F, so ist ST eine Regelfläche, und seine 
Erzeugenden projizieren sich als Tangenten von F; liegt A' innerhalb, 
so hat ST nur elliptische Punkte. Ein beliebiger Punkt M' der Bild- 
ebene^ der sich in bezug auf F in derselben Lage wie Ä befindet (also 
auch außerhalb oder innerhalb, wie A') ist die Projektion zweier 
reeller Punkte von JT. Um diese vollständig darzustellen, sollen zwei 
Verfahren angegeben werden, das erste für den Fall, daß SF eine Regel- 
fläche ist, das andere, wenn dies nicht zutrifft. 

I. Fall (Fig. 99). Die Punkte A und M' 
liegen außerhalb von F', so daß ?F aus lauter 
hyperbolischen Punkten besteht. Die durch A 
gehenden Erzeugenden projizieren sich in die 
von A an F' gehenden Tangenten öT, /; ihre 
Spurpunkte sind offenbar die zugehörigen Be- 
rührungspunkte T^y Tgy und ihre Fluchtpunkte 
ergeben sich daraus, daß beide Geraden, die 
gegebene Gerade TT treffen. Es seien nun 
Jf, und Jlfj diejenigen beiden Punkte von JF, 
die sich in M' projizieren, d^, g^ die durch ^ ^^ 

^u ^2> ^8 di® durch M^ gehenden Erzeugen- 
den. Die Projektionen g^' und d^' fallen dann auf die eine, d^ und g^' 
auf die andere der beiden von M' an V gelegten Tangenten; demnach 
fallen in den Berührungspunkt der ersteren die Spurpunkte T^^ und 
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T^j von g^ und d^, in den anderen T^j und T^g zusammen. Der Flucht- 
punkt i^/ von g^ ergibt sich daraus, daß diese Gerade d triflft. Alsdann 
wird einer der Punkte Jfj, M^ dargestellt durch (T^^I^^', M') und ähn- 
lich der andere. Auch ist klar, daß man dadurch für jeden der beiden 
Punkte zwei Darstellungen erhält. 

Die Tangentialebenen in M^ und M^ sind bzw. g^d^ und g^d^, es 
ist also leicht, deren DarsteUungselemente zu bestimmen. 

IL Fall. Ä und Jf' mögen innerhalb F' liegen, so daß also 
ST eine Fläche 2. 0. mit elliptischen Punkten ist (vgl. die Fig. 100). 
Die Gerade AM' ist die Spurlinie t einer projizierenden Ebene, die 
?r in einem Kegelschnitt ^ schneidet, dessen Schnitte mit dem Pro- 
jektionsstrahl CM' sind die gesuchten Punkte, um sie zu finden, su- 
chen wir zunächst ihre Umlegungen, und legen daher die projizierende 
Ebene Ct in die Bildebene um; alsdann sind (Jf^) und (Jfj) die Schnitte 
von {C)M' mit {A). Nun lassen sich (C) und {A) nach einem be- 
kannten Verfahren (s. Nr. 77) auffinden. Man kann einige Linien er- 
sparen, wenn man um ( J.) zu finden, wie folgt verfährt: Die Gerade 
{G)T schneide t in Z7; die Parallele von /' zu (C)T schneide ^in J'. 
A kann dann wie folgt dargestellt werden. Das 
übliche Verfahren lehrt, daß (A) nichts anderes 
als der Durchschnitt der Geraden {G)A' undiV 
ist. Um {J) zu finden, beachte man, daß die 
Schnittpunkte Q und R der Geraden t mit V 
ihm angehören, und daß (z/) die Geraden {C)B> 
und {C) § in ^ und iJ berühren und 
durch {A) gehen muß. Hierdurch ist 
(z/) hinreichend bestimmt. Die pro- 
jektive Geometrie lehrt, wie seine 
Schnitte mit der Geraden (C)M' sich 
konstruieren lassen, ohne daß man 
nötig hätte, den Kegelschnitt (z/) voll- 
ständig zu zeichnen: sie sind die ge- 
suchten Punkte (-Ml) und (Jfj). 

Zieht man alsdann die Gerade 
(jPJ beliebig durch (M^) und durch 
(0) die Parallele zu (pj, so schneiden diese Geraden t in zwei Punk- 
ten J/ und Ti, die die Darstellungselemente von M^ sind, also kann 
man schreiben M={T^I^', M"). In ähnlicher Weise läßt sich M^ 
individualisieren. 

Diese Betrachtungen mögen hinreichen, um eine Idee zu geben, 
in welcher Weise die Zentralprojektion auf die Theorie der Flächen 
zweiter Ordnung angewendet werden kann; der Leser möge versuchen, 
nach dieser Methode auch die in Nr. 243 ff. angeführten Aufgaben 
zu lösen. 




Fig. 100. 
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g 5. Grandeigensohaften der Sohnittkorven zweier Flächen 2. O. 

248. Sind zwei Flächen 2. 0. fT und § gegeben, so bieten sich 
zunächst die zwei zueinander dualen Aufgaben dar: 

I. Den Ort r der cx)^ ibnen gemeinsamen Punkte zu finden. 
U. Die oo^ gemeinsamen Berfihmngsebenen zu bestimmen. 

Um sie zu lösen, wird es im allgemeinen das Beste sein, die in 
Nr. 235 dargelegten allgemeinen Bemerkungen gehörig anzuwenden. 
Will man jedoch vom Standpunkt der Darstellung die Kurve F unter- 
suchen, so wird man zweckmäßig zu folgenden Überlegungen greifen. 
Es seien 

fi^, y, e) = floo + «11^ + «2jy* H — + ^(^li^y == O] 

g{x, y, 0) = fcoo + ^11 ^^ + ^nV^ + • • • + 2hi^xy 
die kartesischen Gleichungen von JT und §. Da nun in den Punkten 
von r, sowohl f(x, y, z)y als g{x, y, z) NuU ist, so ergibt sich, daß in 
denselben Punkten, welchen Wert der Parameter X auch haben möge, 

«'«'^^^ f{x,y,z)^X.9{x,y,z)^0. 

Folglich gehen durch die Schnittkurve F von JF und § einfach un- 
endlich viele (cx)^) solcher Flächen, die ein Büschel bilden, wovon Fdie 
Grundkurve ist. Befinden sich unter diesen auch Kegel? — Um 
diese Frage zu beantworten, beachten wir Folgendes. SoU die Gleichung 

f{^7 y,^) + ^' 9i^, y, ^) = («00 + ^^oo) j (2) 

einen Kegel darstellen, so ist (Nr. 236) notwendig und hinreichend 
dafür, daß 

«00 + ^^00 «03 + ^^^08 



:) • o 



«80+ ^^80 «88 + ^^38 

Es genügt also, die Konstante X so zu wählen, daß dieser Gleichung Ge- 
nüge geleistet wird, damit man einen durch F hindurchgehenden Kegel 
erhalte. Nun ist diese Gleichimg in X vom vierten Grade, hat also vier 
Wurzeln und das heißt: Durch die Scbnittkurve zweier Flächen zwei- 
ter Ordnnng gehen im allgemeinen vier Kegel zweiter Ordnung. 
Dieser wichtige Satz von Poncelet erleichtert also die Untersuchung 
der Schnittlinie zweier Flächen 2. 0., indem man annehmen darf, daß 
diese Kegel seien; insbesondere kann man zur Darstellung dieser Kur- 
ven, die im folgenden Kapitel angegebene allgemeine Methode der Auf- 
findung des Schnittes zweier Kegel zur Anwendung bringen. 

Zur Übung. Welcher Satz entspricht nach dem Dualitätsprinzip dem Pon^ 
celetschen? 
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Unsere Betrachtungen ermöglichen auch, eine sehr wichtige gra- 
phische Eigenschaft der fraglichen Kunren darzutun. Aus der Glei- 
chung (2) des Büschels folgt leicht , daß durch jeden Punkt P des 
Raumes i. a. eine solche Flache geht. Sind (x^, y^, g^ die Koordinaten 
des Punktes P, so ist die Gleichung der fraglichen Fläche: 

: f{3c, y, z) g{x, y, z) 

Insbesondere, nehmen wir einen Punkt C als Projektionszentrum und 
eine Ebene tc als Bildebene, so geht auch durch C eiue Flache ^ des 
Bücheis; g und h seien ihre durch C gehenden Erzeugenden. Da nun 
r als Schnitt von SF mit einer zweiten Fläche § des Systems (2) an- 
gesehen werden kann, so schneidet jede der Geraden g und h die F 
in zwei Punkten, sie sind also Sehnen von F. Die Spurpunkte von 
g und A in 3t sind daher (vgl. Nr. 198) Doppelpunkte von F", der Pro- 
jektion von r. Folglich: Die Projektion der Scbnittknrve zweier Flu- 
chen zweiter Ordnung von einem beliebigem Pnnkte auf eine beliebige 
Ebene ist eine Kurve vierter Ordnung mit zwei reellen oder konju- 
giert imaginären Doppelpunkten. 

Zur Übung. Die Dürersche Muschellinie (s. Nr. 188 VI) kann als Orthogonal- 
projektion des Schnittes zweier Flächen zweiter Ordnung aufgefaßt werden; die- 
selben zu charakterisieren. 

249. Die Schnittkurve zweier Flächen zweiter Ordnung ist i. a. 
eine algebraische Kurve vierter Ordnung; sie bietet einen be- 
merkenswerten Spezialfall dar, wenn die beiden Flächen eine erzeugende 
Gerade g gemeinsam haben. In diesem Falle besteht die Kurve aus 
der Geraden g und einer anderen Kurve F die, da sie mit g zusammen 
eine Kurve vierter Ordnung geben muß, von der dritten Ordnung ißt. 
Sie heißt gewöhnlich kubische Raumkurve. Die Gleichungen der 
Geraden g mögen sein 

»0^ + \y + Co^ + ^0^0, a^'x + 6o'y + (^0^ + < = 0; (1) 

dann lassen sich die der beiden Flächen in folgender Form schreiben 

(a^x + \y + CqZ + d){a^x + 6/y + c^z + d^) 

- {a^x + l^y -f c^z + d^)(a^x + \y + c^z + d^) - 0, 
{a^x + \y + c^z + d){a^x + l^y + c^zl+ d^) 

- {%x + V.V + Co'iSf + d^){a^x + \y + c^z + dj « 0. ) 

Hieraus folgt, daß für die Punkte der Schnittkurve der beiden Flächen 
außerhalb g die Beziehung besteht # 

«pa? + \y + Cpg + d^ OxX -\- \y + e^z + d^ a^ x + hy + c^e + d^ ,qn 

<x + Ky + <^ + ^o' ^ «i'« +Wy + <B + rf/ ^ a^'x + 6,'y + c^'B + d^' ^ 



(2) 



Digitized by 



Google 



= 0. . . (6) 



2. Kap. Flächen zweiter Ordnung. 187 

Bezeiclmen wir nun mit t den gemeinsamen Wert dieser drei Quotien- 
ten, so erhalten wir die drei Gleichungen 

(a,x + b,y + c,z + di)-t{a;x + i;y + c;z + d;)^0 .(f = 0,l,2). (4) 

Nun stellen diese Gleichungen, wenn man t variiert, drei zueinander 
projektive Ebenenbüschel dar; folglich haben wir den Satz: Eine ku- 
bische Banmkorve kann erzengt werden als Ort der Schnittpunkte 
der Tripel entsprechender Ebenen dreier projektiver Ebenenbfischel. 
Lösen wir Gl. (4) bzw. nach x, y, z auf, so erhalten wir Aus- 
drücke dieser Größen als Punktionen von t folgender Art 

wo I, r], g, CO rationale Funktionen dritten Grades von t sind. Die Punkte, 
in denen jene Kurve die Ebene 

ax + by + cz + d^O 

schneidet, entsprechen den Werten von ty die die Wurzeln der Glei- 
chimg sind: 

a h c d 

Da diese vom dritten Gracle in t ist, so gibt es drei solcher Punkte, 
and dies bestätigt, daß die fragliche Kurve dritter Ordnung ist. 

Von einem beliebigen ihrer Punkte wird die kubische Ranmkurve 
durch einen Kegel zweiter Ordnung projiziert; daher gehen durch die 
Kurve oo^ Quadrigekel; je zwei derselben schneiden sich außer iil der 
Kurve, in der Verbindungslinie ihrer Scheitel. 

Eine kubische Raumkurve ist durch sechs ihrer Punkte bestimmt, 
P, Q, Ä, B, C, D. Nämlich die beiden Quintupel von Geraden 

P{Q,Ä,B,C,B) und Q{B,A,B,C,B) 

bestimmen jedes einen Kegel zweiter Ordnung, und diese beiden schnei- 
den sich außer in der Geraden PQ=g noch in einer kubischen Raum- 
kurve, die durch die gegebenen Punkte geht 

Jede durch g gelegte Ebene 6 schneidet beide Flächen noch in 
einer zweiten Erzeugenden, es seien diese d^ und d^] der Punkt, in 
welchem d^^ und d^ sich schneiden, ist der einzige Punkt außerhalb g, 
den die kubische Kiiumkurve mit der Ebene 6 gemeinsam hat; die 
beiden anderen gehören der ^ an; folglich ist g eine Sehne der 
Kurve r. 

Die Kurve F und die Gerade g bilden den vollständigen Schnitt 
der beiden Flächen; zufolge eines vorherigen Satzes gehen nun durch 
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einen beliebigen Punkt C des Raumes zwei Geraden^ und g, die beide 
die (aus g und F gebildete) Schnittkurve in zwei Punkten treffen. 
Diese Geraden können nicht beide Sehnen von F sein, denn dann 
würde ja die Ebene jpg F in vier Punkten treffen; keine von ihnen 
kann auch g in zwei Punkten treffen, daher muß die eine eine Sehne 
von r sein, während die andere sowohl F als g in je einem Punkte 
trifft. Fassen wir dies zusammen, so können wir sagen: Durch jeden 
Punkt des Raumes gebt eine Sehne einer kubischen Raumkurve; und 
femer (Nr. 198): Die Projektion einer kubischen Raumkurve von einem 
beliebigen Punkte aus auf eine beliebige Ebene ist eine Kurve dritter 
Ordnung mit einem Doppelpunkte. 

260. Die unendlich ferne Ebene schneidet, wie jede beliebige 
Ebene des Raumes, die kubische Raumkurve in drei Punkten. Sind 
diese reell und verschieden, so heißt sie kubische Hyperbel; ist nur 
einer reell und die beiden anderen konjugiert imaginär, so heißt sie 
kubische Ellipse. Wenn die unendlich ferne Ebene die Kurve in einem 
Punkte berührt, in einem anderen schneidet, so haben wir eine hyper- 
bolisch-parabolische kubische Raumkurve, und wenn schließlich jene 
Ebene sie oskuliert, so heißt sie parabolische kubische Raumkurve. 
Um zu entscheiden, welcher Art eine durch Gl. (3) dargestellte Kurve 
angehört, ist notwendig und hinreichend, die Funktion (o(t) der Glei- 
chungen (5) oder folgende Gleichung zu diskutieren, die entsteht, wenn 
man in Gl. (6) die Koeffizienten a, 6, c gegen Null konvergieren läßt 

ttj — ta^' h^ — ta^^ c^ — ^Cjl' = 0. 

Zar fjbnng*. I. Nach der Mongeschen Methode oder in Zentralprojektion eine 
kubische Raumkurve zu konstruieren und darzustellen als erzeugt durch drei 
projektive Ebenenbüschel. II. Die Ebenen, die entsprechende Punkte dreier pro- 
jektiver Punktreihen aufwindschiefen Trägern verbinden, sind Schmiegungsebenen 
einer kubischen Raumkurve. 

Schlnßbemerknng. Die Schnittlinie zweier Flächen 2. 0. bietet noch 
einen anderen wegeti der Häufigkeit des Vorkommens bemerkenswer- 
ten Spezialfall dar; er wird dargelegt durch folgenden 

Satz: Berühren sich zwei Flächen zweiter Ordnung in zwei 
Punkten A und B, so schneiden sie sich in zwei Kegelschnitten. 

Ist nämlich P ein beliebiger Punkt der Schnittlinie, so schneidet die 
Ebene PAB die beiden Flächen in zwei Kegelschnitten, die aber, weil 
sie drei Punkte und die Tangenten in zweien gemeinsam haben, zu- 
sammenfallen müssen. Nehmen wir ebenso einen anderen, beiden Flä- 
chen gemeinsamen Punkt Q, der aber nicht dem eben erhaltenen Ke- 
gelschnitte angehört, so gelangen wir zu einem zweiten, den beiden 
Flächen gemeinsamen Kegelschnitte. 
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Drittes Kapitel. 
Kegel- und Zylinderfläclieii. 

§ 1. AUgemeine Eigenschaften. 

261. Die zweite Kategorie spezieller Flächen, die wir jetzt unter- 
suchen Tvollen, umfaßt Gebilde, die der Leser, wenigstens in einigen 
Spezialfällen von der elementaren Geometrie her kennt, nämlich die 
Kegelflächen und deren Sonderfall, die Zylinderflächen. 

Eine Kegelfläche entsteht, wenn man von einem festen Punkte 
die sämtlichen Punkte einer ebenen oder doppelt gekrümmten Kurve 
r projiziert; jener feste Punkt heißt der Scheitel, die Spitze oder 
das Zentrum der Fläche, F heißt die Leitlinie oder Direktrix, 
und die projizierenden Strahlen sind die Erzeugenden. Als Leitlinie 
einer Kegelfläche kann man offenbar auch jede andere auf ihr gezeich- 
nete Kurve nehmen, wofern sie nur von allen Erzeugenden getroffen 
wird; insbesondere kann man als solche auch einen beliebigen ebenen 
Schnitt der Fläche nehmen und dann trägt jener den Namen Basis. 
Aus der Definition ergibt sich, daß man eine Gruppe von Erzeugenden 
erhält, wenn man die Fläche mit einer durch den Scheitel V gehen- 
den Ebene € schneidet; es sind dies jene Erzeugenden, die Fmit den 
Schnittpunkten von € und F verbinden. Eine Kegelfläche erstrekt sich 
zu beiden Seiten des Scheitels ins Unendliche; in der Praxis beschränkt 
man sich auf die Betrachtung des zwischen dem Scheitel und der Basis 
belegenen Teiles und nennt den so begrenzten Teil einen Kegel. 

Aus der Definition der Kegelfiäche ergibt sich, daß zwei durch 
beliebige Ebenen üt^ iind st^ auf ihr erzeugte Schnitte zueinander per- 
spektiv sind, mit dem Scheitel als Zentrum, der Schnittlinie n^jt^ 
als Achse der Perspektivität; insbesondere sind die durch ein System 
paralleler Ebenen erzeugten Schnitte einander ähnlich. Hieraus folgt 
durch Anwendung des Satzes in Nr. 159: Projiziert man zwei ebene 
Schnitte eines Kegels von einem beliebigen Punkte auf eine Ebene, 
so erhält man zwei Figuren, die sich in einer Homologie entsprechen, 
deren Zentrum die Projektion des Scheitels, deren Achse die der 
Schnittlinie der beiden Sehnittebenen ist. 

Die meisten projektiven Eigenschaften der Kegelflächen lassen sich 
erhalten, indem man diese auffaßt als Figuren, die durch Projektion 
einer ebenen Kurve von einem außerhalb gelegenen Punkte erzeugt 
werden; den Punkten der Kurve entsprechen dann die Erzeugenden 
der Fläche, insbesondere den vielfachen Punkten der ersteren die viel- 
fachen Erzeugenden der letzteren; ist die Kurve algebraisch und von 

der Ordnung w, so ist es auch der Kegel; so wie jene durch ^^^J" ^ 

ihrer Punkte bestimmt ist, so auch jener durch ebensoviele seiner Er- 
zeugenden; zwei Kegelflächen mit demselben Scheitel schneiden sich 
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in einer bestimmten Zahl von Erzeugenden usw. Dieselben Eigen- 
schaften lassen sich aber aucli erhalten, wenn man eine £egelfläche 
(die ja eine Folge von oo^ durch einen Punkt gehenden Geraden ist) 
als das im Räume duale Gebilde zu einer ebenen Kurve auffaßt^ in- 
dem man diese als eine Folge von oo^ in einer Ebene liegenden Ge- 
raden betrachtet. Alsdann entsprechen die Erzeugenden der Fläche 
nicht mehr den Punkten, sondern den Tangenten der Kurve; insbe- 
sondere die Doppelerzeugenden der Fläche den Doppeltangenten der 
Kurve. Beide Erzeugungs weisen muß man sich stets vor Augen halten, 
um sie in geeigneten Fällen anzuwenden. 

Liegt der Scheitel im Unendlichen, so geht die Kegelfläche in 
eine Zylinderfläche über; der endliche zwischen zwei zueinander 
parallelen Ebenen gelegene Teil derselben heißt Zylinder und man 
betrachtet die durch jene beiden Ebenen erzeugten Schnittkurven als 
die Basis. Alle zueinander parallelen Schnittlinien eines Zylinders sind 
einander kongruent, folglich sind es auch ihre Parallelprojektionen auf 
eine beliebige Ebene in beliebiger Richtung. 

262. Es seien a, h, c die kartesischen Koordinaten des Scheitels 
V eines Kegels, und 

^ = 6(0, y-v{t)y ^-m 

die analytische Darstellung der als Leitlinie gewählten Kurve JT. Die 

Gerade, welche V mit dem Punkte (t) von F verbindet, hat alsdann 

die Gleichung: 

X — a 

|(0-a"~r]W-6""t(<)-c' 

ist nun u der gemeinsame Wert dieser Brüche, so bekommt man als 

parametrische Darstellung der Kegelfläche 

a; = a(l-u) + w.|(0, y«6(l-w)+ti.i?(0, z^c(l-u) + U't{t)' 
Wenden wir hierauf die Gl. (9) in Nr. 224 an, so finden wir leicht 
als allgemeine Gleichung der Tangentialebene an die Fläche 

|(^)^a 1^(0-6 g(0-c| = O, .... (2) 

r(o V(o reo I 

woraus sich folgende Eigenschaften ergeben: 1. Da Gl. (2) befriedigt 
wird durch a; = a, y « 6, z ^ c, welchen Wert auch t haben mag, so 
enthalten alle Berttbrnngsebenen den Scheitel. 2. Da in Gl. (2) t« 
nicht vorkommt, so haben sämtliche Punkte einer Erzengenden die- 
selbe Berttbrungsebene. 3. Da (2) die Gleichung der durch den Schei- 
tel und die Gerade x—iit) _y — ri{t) ;? — £(«) 

TW ^ ~~V(t)~ ^ "Tii) ' 
gehenden Ebene ist, so enthalten alle Berfibningsebenen einer Kegei- 
fläche auch die Tangenten der Leitkarve bzw. der Basis. 



y — & _ z — c . xjv 
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Will man die Kegelfläche durch eine einzige Gleichung zwischen 
Xy y, z darstellen, so hat man aus (1) t und u zu eliminieren; die von 
u ToUzieht sich sehr leicht, und man erhalt als Resultat folgendes 
Paar yon Gleichungen 

x — a __ g (Q — g y — & __ ^ (*) "" ^ 

z — c~l{f) — c^ z — c~' ^(*) — c * 

Eliminiert man hieraus t, so bekommt man eine Gleichung Yon fol- 
gendem Typus / a;-a y^h \ _ q 

\« — c' z — c) ^ ' 
die man offenbar auch in die Form bringen kann 

/•(a? - a, y — 6, ie? - c) = 0, (3) 

wo f eine homogene Funktion der Argumente a? — a, y — 6, — c ist. 

Umgekehrt: wenn f eine homogene Funktion der Binome x — a, 

x — bf z — c ist, so hat man gemäß der Definition für aUe Werte von q 

flQ{x - a), Q{y - 6), q{z - c)] = Q^'f[x -a, y-b, z-c], 

wo ft der Grad der Homogenität von f ist; daraus folgt, daß, wenn 

f{x — a, y — b, z — c)-^ 0, 
so ist auch 

f[Q{x - a), Q{y - b), q{z - c)] = 0. 

Dies bedeutet, wenn F{Xy y, ;8r) ein Punkt der Fläche f{Xy y, z) = 
ist, so gehören dieser auch aUe Punkte der Geraden OP an; die Fläche 
enthält also oo^ Strahlen eines Bündels, ist also eine Kegelfläche mit 
dem Scheitel im Anfangspunkte. 

Wir wollen jetzt die parabolische Kurve der Kegelfläche aufsuchen 
und legen zu dem Zwecke der Einfachheit halber den Scheitel in den 
Koordinatenanfang d. h., wir setzen a = 6«c==*0. Wir betrachten da- 
her zugleich mit (3) die Gl. (11) aus Nr. 225: 

av _iv_ av df^ 

dx* dx'dy dx-dz dx 

d'f av av 

dy-dx dy^ 

av av 



J = 



dZ'dx 

K 

dx 



dz-dy 
dy 



dy-dz 
dz*. 

dz 



K 

dy 

K 

dz 







= 0. 



Erinnern wir uns nvin des Eulerschen Satzes über homogene Funk- 
tionen, so haben wir 

(^■fi^,y,s^)-x^-^yl^ + z^ (*) 

und wenn wir diflTerenzieren 

av 



('^-1)1^ = ^1?.+^ 



I - gy 

dx-dy ^ dx-dz' 
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und zwei analoge. Wenn wir daher in die Determinante z/ die Ele- 
mente der letzten Vertikalreihe ersetzen durch die der drei ersten, 
nachdem sie mit x y z 

-7 ■} 7 

•fi — 1 fi — 1 n — 1 

bzw. multipliziert sind, so erhalten wir 



oder auch 



ay 

dydx 

ay 

dz 'dz 

K 

dx 



av 

dx'dy 

av 

av 

dZ'dy 

K 

dy 



-^- 



^--^J{^,y.^) 



dX' cz 

av 

dy-dz 

ay 

dz* 

K 

dz 

d'f 

dx* 

d*f 

dy-dx 
d*f 



f "Ä^(^.y.-) 



av 

dx'dy 

av 

dy* 
d*f 



d*f 

dX' dz 

_av_ 

dy-dz 

d*f 

dz* 



dZ'dx dz-dy 

Aus diesem Ausdrucke ergibt sich, daß, wenn f{x, y, z) =- 0, auch ^ =» 
ist und daher: Eine jede Kegelfläche besteht nur aas parabolischen 
Punkten (abgesehen vom Scheitel). 

Um den scheinbaren Umriß (s. Nr. 229) des Kegels gesehen von 
einem beliebigen Punkte P(Z, m, n) zu erhalten, kombinieren wir Gl. (3) 
mit der folgenden 

oder wegen der Gl. (*) 

Da nun diese Gleichung zugleich mit (3) betrachtet werden muß, so 
ist es gestattet, sie durch folgende zu ersetzen: 

df 



dx 



dy dz 



0. 



Da auch diese homogen ist,* so stellt .sie einen neuen Kegel dar, der 
ebenfalls seine Spitze im Anfangspunkte hat; er schneidet also den 
gegebenen längs Erzeugenden und daher: Der scheinbare Umriß einer 
Kegelfläche gesehen von einem beliebigen Punkte des Raumes besteht 
immer aus einer bestimmten Zahl von Erzengenden. 

Die beiden vorigen Sätze bestehen gleichfalls für Zylinderflächen^ 
allerdings gelten nicht mehr die Gl. (1) und (2). Die jetzt anzuwen- 
denden Formeln erhält man auf folgende Art. Wir nehmen als Leit- 
linie die vorhin betrachtete Kurve F und nehmen an, daß die Erzeu- 
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genden mit den Koordinatachsen die Winkel a, ß, y bilden mögen; 
alsdann ist x — ^(t) ^ y — nit) ^ z — tit) 

cosa cosjJ cosy 

die Gleichung einer Erzeugenden, und die parametrische Darstellung 
Zylinderfläche wird daher lauten 

x=^^(t) + U' cos a, y=^ ri{t) + m • cos /5, ^8^ = g(0 + w- cos y, (4) 
und die allgemeine Gleichung der Berührungsebene 

x-m y-v(t) "-m 
r(<) m r(*) --o. . . . . (5) 

cos a cos ß cos y 

Zur tJbnng: I. Man beweise, daß alle Punkte einer Zylinderfläche para- 
bolisch sind. — II. Eine Zylinderfläche kann auf unendlich viele Arten als eine 
Translationsfläche (vgl. Nr. 233) aufgefaßt werden. — III. Von welcher Art sind 
die Isophoten (s. Nr. 230) einer Kegel- oder Zylinderfläche? — 

8 2. Qraphisohe Darstellung der Kegel- oder Zylinderflächen-. 

253. Das gewöhnliche Verfahren eine allgemeine Kegel- oder Zy- 
linderfläche zu bestimmen, besteht darin, daß man den Scheitel an- 
gibt bzw. die gemeinsame Richtung 
der Erzeugenden und die Kurve, die 
als Leitlinie dienen soll, letztere ge- 
wöhnlich als in einer Ebene gelegen, 
also als Basis dienend. 

Bei Anwendung der Mongeschen 
Methode wird man also den Scheitel 
F= ( V/ F"), ferner die beiden Spuren 
t^, t^ der Ebene der Basis /l und eine 
der beiden Projektionen von ^, etwa 
J' angeben (s. Fig. 101). Bei diesen 
Daten ist es leicht, die Darstellung 
einer beliebigen Erzeugenden der Flä- 
che, z. B. der durch den Punkt P' von z/' 
gehenden, zu finden. Wir suchen ims zunächst 
(nach Nr. 17) den Punkt P"; dann sind die 
Geraden P' F', P" F" die Projektionen der ge- 
suchten Erzeugenden g. 

Variieren wir P' auf z/', so erhalten wir 
weitere. Die von F' an z/' gezogenen Tangenten bilden, wenn sie 
reell sind, den ersten scheinbaren Umriß der Fläche gesehen vom Ze- 
nith der Grundrißebene; wenn nun diese Tangenten sämtlich imaginär 
sind, so existiert ein solcher Umriß nicht. 

Variieren wir P auf J so beschreiben die beiden Spurpunkte G^ 
und G^ der Erzeugenden g zwei Kurven F^ und JT^, welche die Schnitte 




Fig. 101. 
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der Kegelfläche mit der Grund- und Aufrißebene darstellen, und die 
erste und zweite Spur der Fläche heißen. Aus den Bemerkungen in 
Nr. 237 geht hervor, daß F^ und ^' sich in einer Homologie ent- 
sprechen, deren Zentrum F'und deren Achse ^^ ist; Analoges gilt von 
Pj und z/". Da, wie gezeigt, Scheitel und Basis genügen, um die 
Spur der Kegelfläche in den Projektionsebenen zu finden, so kann 
man, ohne der Allgemeinheit Eintrag zu tun, eine Kegelfiäcbe auch 
durch den Scheitel und eine ihrer Spuren in den Projektionsebenen 
bestimmen. Schließlich sei noch bemerkt, daß die Geraden / und g" 
sich in einem Punkte Gq treffen, dessen geometrischer Ort eine Kurve 
Fq ist, in welcher die Projektionen des Schnittes der Fläche mit der 
zweiten Halbierungsebene zusammenfallen. Auch Fq kann als Basis des 
Kegels gewählt werden, und dürfte oft aus Gründen der Symmetrie 
und Einfachheit jeder anderen Wahl vorzuziehen sein^). 

Ist der Kegel wie oben bestimmt, so ist es auch leicht, die zweite 
Pr.ojektion eines Punktes M der Fläche zu bestimmen, wenn die 
erste gegeben ist. M liegt ja auf einer der Erzeugenden, die sich 
z. B. in V'M" projiziert; schneidet nun V'M' die Kurve z/' in T'^P^. . . 
so lassen sich leicht P", P^". . . auf z/" (bzw. x) gelegen finden, die 
zweite Projektion muß also auf einer der Geraden V"'P'\ V'P^' . . . 
liegen, also ist sie einer der Punkte in welchen die Ordinate von M.' 
diese Geraden schneidet (s. wieder die Fig. 101). Die Aufgabe hat so viele 
reelle Lösungen, als es Schnitte von F' Jf' mit z/' gibt, demnach muß 
es wenigstens einen geben, wenn die Lösung überhaupt möglich sein soll. 

Die ähnliche Aufgabe: Gegeben die zweite Projektion M" eines 
Punktes der Fläche, gesucht die erste, würde sich in ganz analoger 
Weise lösen lassen, wenn die zweite Projektion der Basis z/" ge- 
zeichnet vorliegt; nun kann man z/" aus z/' herleiten, aber man kann 
die Zeichnung von z/" vermeiden, wenn man in folgender Weise ver- 
fährt: Wir ziehen V"M."\ dann ist V"M'' ^g" die zweite Projektion 
einer Erzeugenden g, die z/ in einem Punkte P trifft. In, sei nun die- 
jenige Gerade der Ebene % von z/ die sich in Y'M." projiziert, dann 
ist V= V"M'\ Wir bestimmen Ä' (s. Fig. 101). Offenbar enthält % 
den Punkt P, also dürfen wir als P' einen der Schnitte von Ifi mit z/' 
nehmen, und die Gerade, die P' mit F' verbindet, kann als eine der 
Geraden g' angesehen werden, g wird dann von der Ordinate des ge- 
gebenen Punktes W in dem gesuchten Punkte Jf ' geschnitten. 

Will man eine Zylinderfläche nach der Mongeschen Methode dar- 
stellen, so kann man außer der ersten Projektion z/' der Basis und der 
Ebene r derselben noch eine Gerade r angeben die zu allen Erzeugen- 
den parallel ist. Die an der vorigen Figur ausgeführten Konstruktionen 
sind auch hier anwendbar, wenn man beachtet, daß F' der unendlich ferne 

1) Diese Art der Bestimmung ist die Yerallgemeinerung der Bestimmung 
einer Ebene durch einen Punkt und die Affinitätsachse (Nr. 16). 
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Punkt von /, F" der von r" ist; der Leser möge sie zu seiner Übung 
unter dieser Annahme wiederholen. — Besonders einfach wird die 
Darstellung^ wenn die Erzeugenden senkrecht zu einer Projektions- 
ebene sind^ dann projizieren sie sich in dieser als Punkte^ in der anderen 
als zur Achse senkrechte Geraden-, es genügt dann eine der Spuren 
in den Projektionsebenen zur vollständigen Bestimmung der Fläche. 

Zur Übung: I. DieVereinfachimgen zu beBtimmen, welche obigen Konstruk- 
tionen erfahren, wenn die Kegel- oder Zylinderfläche durch ihre Spur in der zweiten 
Halbierungsebene gegeben ist. — II» Einen Kreiskegel darzustellen in Grund und 
Aufriß, wenn gegeben sind der Scheitel F, die Basisebene r und der Grundkreis- 
radius r. [Der Mittelpunkt C der Basis ist der Fußpunkt des von V auf r ge- 
fällten Lotes; man lege r in die ^r^ um, suche (0); der mit r um (0) beschriebene 
Kreis liefert (^), hieraus findet man d' usw.]. — III. Die Kegelfläche darzu- 
stellen, die gebildet wird von allen durch einen Punkt V gehenden Geraden die 
mit einer festen ebenfalls durch V gehenden Geraden a denselben Winkel a 
bilden, oder die Enveloppe aller Ebenen, die durch V gehen und mit einer festen 
Ebene s einen gegebenen Winkel ß bilden. [Als Basis wähle man den Kreis in 
welchem der Kegel von einer zu a senkrechten Ebene t geschnitten wird.] — 
lY« Einen geraden Kreiszylinder darzustellen von dem man die Achse, die Höhe 
und den Mittelpunkt und Radius des Grundkreises kennt. [Man nehme eine Um- 
legung vor ähnlich wie in 11]. — V. Die Zylinderfläche darzustellen, deren Er- 
zeugende von einer gegebenen Geraden einen gegebenen Abstand haben, und der- 
selben parallel sind. [Als Basis nehme man einen zur Achse senkrechten Schnitt.] 
— VI. Eine Kegel- (oder Zylinder-)Fläche darzustellen, von der man außer dem 
Scheitel (oder der Richtung der Erzeugenden) eine nicht ebene Leitlinie kennt; wie 
muß man die Konstruktionen modifizieren, die in dieser Nr. dargestellt wurden? 

254. Um eine Eegelfläche in Zentralprojektion darzustellen^ kann 
man ihren Scheitel V=(V, TT) oder = (F', ti) geben sowie ihre Basis 
z/ als {/!', ti). Will man die einzelnen Erzeugen- 
den erhalten, z. B. die durch den Punkt P' von z/' 
gehende, so kann man folgendermaßen verfahre^ 
(Fig. 102). Sie ist die Verbindungslinie g der 
beiden Punkte P und F; nennt man 
nun T^j I^ die Darstellungselemente 
von gy so kann man diese nach dem in 
Nr. 67y dargestellten Verfahren ermit- 
teln als Verbindungslinie der Punkte 
V^{y\ TT) und P = {P\ Uy wir 
suchen daher zuimchst den Punkt N, in 
dem die Gerade [T/'] die Ebene \ti'] 
schneidet, und bestimmen die Darstel- 
ungselemente Z^J^' der Geraden NP\ 
alsdann sind die Geraden TU^ und IJ^ 
einander parallel und schneiden V P' in den 
gesuchten Punkten T^, I^, Man beachte, daß 
der Punkt N derselbe für alle Punkte vod J 
ist, ist dieser daher ein für alle Mal konstruiert, so erfordert die Auf- 

18* 




Fig. 102. 
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findung von T^, I^ nur das Ziehen von vier Geraden. Variiert man 
den Punkt P' auf f", so beschreiben die Punkte T^^ und I^ zwei Kurven 
T und Y', von denen die erstere die Spur der Fläche mit der Bildebene 
ist, die andere die Projektion der unendlich fernen Linie der Flache 
auf die Bildebene, die sogenannte Fluchtlinie des Kegels ist. Gemäß 
den Bemerkungen in Nr. 251 sind die Kurven T und J' homologisch 
zueinander mit F' als Zentrum, t als Achse, während jd' und Y' sich in 
einer Homologie entsprechen, deren Achse i\ deren Zentrum wieder F' ist. 

Aus der angeführten Konstruktion ergibt sich auch sogleich ein 
Verfahren, die Darstellung eines Punktes der Fläche zu vervollständigen, 
von dem man nur das Bild M' kennt; man hat nur zu berücksichtigen, 
daß M einer der Erzeugenden angehört, die sich in V'M' projizieren. 

Die Konstruktionen vereinfachen sich in bemerkenswerter Weise, 
wenn man als Basiskurve die Spurlinie T der Kegelfläche in der Bild- 
ebene nimmt; alsdann ist irgend ein Punkt T^ von T die Spur einer 
Erzeugenden, deren Projektion V'T^ ist, und deren Fluchtpunkt man 
erhält, indem man beachtet, daß die Geraden TT^ und I' I^ einander 
parallel sein müssen. 

Dieselben Konstruktionen sind im wesentlichen auch anwendbar 
für Zylinderflächen, wenn diese durch ihre Basis und den gemein- 
samen Fluchtpimkt ihrer Ei*zeugenden bestimmt sind. 

Zur Übnii^: I» In Zentralprojektion eine Kegelfläche darzustellen, deren 
Scheitel in der vorderen Parallelebene liegt. — II. Desgleichen eine elliptische 
Zylinderfläche, deren Erzeugende sowohl als auch die große Achse der Basis zur 
Bildebene parallel sind. — III. Die in der vorigen Nr. gestellten Aufgaben in 
Zentralprojektion zu lösen. — IV. Nach der Methode der kotierten Ebenen 
die Erzeugenden einer Kegel- (bzw. Zylinder-)Pläche darzustellen, die als Basis 
einen zur Grundebene parallelen Kreis von gegebenen Zentrum und Radius hat, 
deren Scheitel (bzw. Richtung der Erzeugenden) angegeben ist. [Man zeichne so- 
wohl die Erzeugenden als die Niveaulinien.] 

§ 3. Anwendungen der graphischen Darstellnng. 

255. Aufgabe I. Die Berflhrangsebene an eine Kegel- oder 
Zylinderfläche in einem Punkte oder längs der entsprechenden Er- 
zengenden zn konstruieren. 

Auflösung: Der Kegel sei in Orthogonalprojektion durch seinen 
Scheitel V={V', F") und seine Basis J = {^\t^Q bestimmt (vgl. 
hierzu die Fig. 101 auf S. 193). Sei M der gegebene Punkt, und 
g = {ß\ g") die entsprechende Erzeugende. Die gesuchte Ebene geht 
durch die (schon vollständig dargestellte) Gerade g, femer durch die 
Tangente t an die Basis ^ in P, dem Schnitte von g mit zl. Der 
Grundriß V ist die in P' an /j' gezogene Tangente und ihre erste Spur 
T] = t't^. Hieraus ergibt sich T/' auf «u, das mit P" verbunden t" 
liefert. Die gesuchte Ebene ist dann die durch die beiden Geraden g 
und t gehende; ihre Spuren lassen sich dann leicht finden. 
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Diese Konstruktionen, bleiben natürlich im wesentlichen unver- 
ändert, werden aber einfacher und symmetrischer, wenn die betrachtete 
Fläche durch ihre Spur in der zweiten Halbierungsebene oder eine 
nicht ebene Leitlinie bestimmt ist, oder wenn sie zylindrisch ist-, den 
Nachweis überlassen wir dem Leser. 

Dasselbe Verfahren läßt sich auch bei der Zentralprojektion an- 
wenden. Die bezüglichen Konstruktionen sind in Fig. 102, S. 195 auf- 
geführt; das Resultat ist die durch die gestrichelten Linien dargestellte 
Ebene [t^i;]. 

Anfgabe IL Die Schnittpunkte einer Geraden mit einer Kegel- 
oder Zylinderfläche zn bestimmen. 

Auflösung: In Orthogonalprojektion seien die Daten: r = (/, r") 
die Gerade; V={V\V) die Spitze, und J^i/i\t^t^ die Basis des 

Kegels. Wir konstruieren zunächst 
/R^ die Ebene fi^^lßxyS^, die durch r 




Fig. 103. 



Fig. 104. 



und V geht (s. Fig. 103), denn in dieser müssen die gesuchten Punkte 
liegen und zwar auf den in 6 liegenden Erzeugenden. Nun kon- 
struieren wir die Schnittlinie u der beiden Ebenen 6 und t^^\txf^^'t 
es genügt eine ihrer Projektionen, etwa u\ Letztere schneidet ^' in 
den Punkten P/, P/. . .; dann sind V'F^, T'F^'\ . . die ersten Pro- 
jektionen derjenigen Erzeugenden des Kegels, die in der Ebene Vr 
liegen. Demnach liefern die Punkte, in denen sie r treffen, den Grund- 
riß Xi', X^' . . . der gesuchten Punkte, während die Schnitte von r" 
mit den zugehörigen Ordinaten den Aufriß liefern. — Diese Kon- 
struktion bietet sich unter einer symmetrischen und eleganten Form dar, 
wenn die Kegelfläche durch ihre Spuren in der zweiten Halbierungs- 
ebene bestimmt ist (Fig. 104); in diesem Falle ist die Ebene 6 durch 
die Gerade r und die durch Fzu r gezogene Parallele bestimmt, während 
die Projektionen der Geraden 6r mit der Verbindungslinie der Punkte 
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%[r und p'*r' zusammenfallen. Sind M,N.,, die Durchschnittspunkte 
dieser Geraden mit der Kurve ^'=z/", so sind die Punkte X'= F'Jf • r' 
und X"«=F"Jfr" die Projektionen eines der gesuchten Punkte; älin- 
licherweise findet man die anderen. Als Kontrolle dient, daß die Ge- 
raden Z'X", V'V" parallel sein müssen. Man beachte, daß diese Kon- 
struktion von der Grundlinie unabhängig ist-, daher hat man sie in 
Fig. 104 nicht einmal gezeichnet. 

Da der Grundgedanke dieser Lösung unabhängig von der Dar- 
stellungsmethode ist, so läßt er sich z. B. auch für die Zentralpro^ 
jektion verwenden, und wir überlassen es dem Leser, die betreflfende 
Figur zu zeichnen. 

Auch wenn es sich um eine Zylinderfläche handelt, ist derselbe 
Gedanke anwendbar. Um dies zu zeigen möge die Zylinderfläche durch 

ihre Basis z/ = (z/', ti) und den gemein- 
samen Fluchtpunkt 1^ ihrer Erzeugenden dar- 
gestellt sein. Sollen nun die Schnitte mit der 
Geraden TT (s. die Fig. 105) gesucht werden, 
so legen wir durch diese Gerade die zu den 
Erzeugenden parallele Ebene; ihre Flucht ge- 
rade ist /j'^/'/q', ihre Spurlinie die durch 
T zu \ gezogene Parallele t^. Wir bestimmen 
nun die Gerade T^I^, in der sich die beiden 
Ebenen \ti] und [^h] schneiden. Verbinden 
wir nun die Punkte, P^', P^'. . ., in denen 
Tj I^ der Basisprojektion ^' begegnet, mit I^ 
so schneiden diese Verbindungslinien die Ge- 
rade TT in den Projektionen X^', Xj' . . . der 
gesuchten Punkte. 

Anmerknng. Falls die betrachtete Fläche 
durch eine Leitlinie doppelter Krümmung be- 
stimmt ist, führt die Aufgabe II auf die Auf- 
suchung der Punkte, in denen eine Raumkurve von einer Ebene ge- 
schnitten wird (Nr. 210). Da diese erhebliche graphische Schwierig- 
keiten darbietet, so erklärt sich die von uns gewählte übliche Angabe 
der Daten. 

266. Anfgabe III. Von einem Punkte an eine Kegel- oder 
Zylinderfläche die Bertthrnngsebenen zu legen. 

Auflösung: Der Kegel sei in Orthogonalprojektion ebenso wie 
vorhin bestimmt, der Punkt sei Jf = {M% M") (s. Fig. 106). Die Tan- 
gentialebenen gehen außer durch M auch durch die Spitze des Kegels, 
sie enthalten also alle die Gerade v = VM. Wir bestimmen deren 
Schnitt N mit der Basisebene [^1,^2] 5 ^^^ ^ ziehen wir an z/ die Tan- 
genten x^^x^.,,. Diese haben nun zu ersten Projektionen die von N" 




Pig. 105. 
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an z^' gezogenen Tangenten; die zweiten ergeben sich daraus, daß die 
Geraden in der Ebene [^^^ f,] liegen müssen. Alsdann bestimmt jede der 
Geraden x^^x^,.., zugleich mit v eine 
der gesuchten Ebenen. 

Zur Übung: Wie gestaltet sich 
diese Eonstraktion im Falle, daß man als 
Basis der Kegelfiäche seine Spur in der 
zweiten Halbierungsebene wählt? 

Auch die Idee dieser Lösung läßt 
sich, da sie unabhängig von der Dar- 
stellungsmethode ist, auf die Zentral- 
projektion und die Methode der ko- 
tierten Ebenen anwenden. Wir über- 
lassen es dem Leser die entsprechende 
Figur zu zeichnen. In dem Falle, daß 
der Punkt M mit dem Projektions- 
zentrum zusammenfällt, erhält man 
so den scheinbaren Umriß der Fläche, 
gebildet aus der Projektion der Basis 
und den von M' an diese gezogenen 
Tangenten. — Dieselbe Idee läßt sich 
gleichfalls verwenden, wenn es sich 
um eine Zylinderfläche handelt. Um dies zu zeigen, wollen wir bei An- 
wendung von Zentralprojektion die Tangentialebenen konstruieren, die 
von dem Punkte Jf =(T1', M') an den Zylinder / 

gehen, der durch seine Basis ^ = {/!', W) und 
durch den gemeinsamen Fluchtpunkt I^ seiner 
Erzeugenden bestimmt ist (s. Fig. 107). Wir be- 
stimmen zunächst die Spur T^ der durch M par- 
allel zu den Erzeugenden gehenden 
Geraden t;, alsdann den Punkt ^ = 
(Toio'; N'\ '^ dem v die Ebene \ti] 
trifft. Die von N sji ^ gezogenen 




\ 



Tangenten x^, x^ , . . haben die von 
N' an z/ gezogenen Tangenten zu 
Projektionen, und ihre anderen Dar- 
stellungselemente ergeben sich da- 
raus, daß sie alle in der Ebene \tt] 
liegen. Setzen wir nun ä;^ = (TjJj'), 
so sind tj^^T^Tj^ und ij^ = I^Ij^ 
(i =» 1, 2, 3 . . .) die Darstellungs- 
elemente der gesuchten Ebenen. 

Die angefahrte Lösung erfordert keine wesentlichen Änderungen, 
wenn der Punkt M sich im Unendlichen befindet, und zwar in einer 




Fig. 107. 
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gegebenen Riehtnng. Die Aufgabe besieht dann darin ,^die Berührungs- 
ebenen einer Eegelfläche in einer gegebenen Richtung zu ermitteln'^ 
Benutzt man Orthogonalprojektion ^ so ist der Fall besonders inter- 
essant, daß diese Richtung senkrecht zu einer Bildebene ist; als- 
dann bilden die Spuren dieser Ebenen die Projektion des scheinbaren 
Umrisses der Fläche. Diese Spuren sind die von V bzw. F" an ^' 
bzw. z/" gezogenen Tangenten; ist nun ^' vollständig gezeichnet^ so 
erhält man die ersten Spuren sogleich, die zweiten können erhalten 
werden, auch ohne daß die Projektion z/" der Basis gezeichnet wird, 
und zwar so: Wir fällen von V das Lot auf die Aufrißebene und be- 
stimmen dessen Schnitt W mit der Ebene % ^\t^, ^] (s. hierzu die 
vorige Fig. 106). TF" fällt oiBfenbar mit F" zusammen, und TF' kann 
nach einem bekannten Verfahren (Nr. 24) gefunden werden. Nun 
projizieren sich die von W an die Basis z/ gezogenen Tangenten im 
V" Aufriß in die Geraden, die den zweiten schein- 
baren Umriß der Fläche in der Aufrißebene bil- 
den; im Grundriß projizieren sich die Tangenten 
in die von TF' an ^' gezogenen Tangenten y^', 
y^'* • •• Sind diese gezeichnet, so ergeben sich 
daraus y^\ y^' . . . leicht, und damit hat man die 
Spuren der zur Aufrißebene senkrechten Be- 
_£« rühruDgsebenen des Kegels. 

Die angeführten Konstruktionen vereinfachen 
sich sehr, wenn man als Basis der Kegelfläche 
die Spur d in der Grundrißebene nimmt. W 
ist dann der unendlich ferne Punkt der zur Achse 
«12 senkrechten Richtung, dah4|r sind y/, yj' . . . 
die zu ai2 senkrechten Taugenten von z/; die 
Punkte, in denen sie diea^g schneiden, liefern ver- 
bunden mit F" = TF" und der zwischen ihnen 
liegenden Strecke der Achse den zweiten schein- 
baren Umriß des Kegels. S. Fig. lOS. 
Anmerkung. Im Falle die Fläche durch eine nicht ebene Direktrix 
bestimmt ist, führt die Aufgabe III auf die nicht leichte Ermittlung 
der Ebenen, die durch die Gerade VM gehen und eine Raumkurve 
berühren (oder, was dasselbe ist, solcher Tangenten derselben, die jene 
Gerade trejBfen; vgl. Nr. 211). 

267. Aufgabe lY. Den Schnitt einer Kegel- oder Zylinderfläche 
mit einer Ebene zu bestimmen. 

Auflösung: Die gesuchte Kurve ist der geometrische Ort der 
Punkte, in denen die gegebene Ebene von den Erzeugenden der Fläche 
geschnitten wird, somit läßt sich die gestellte Aufgabe durch wieder- 
holte Anwendung einer Fundamentalaufgabe der Lage lösen. Das Ver- 
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fahren läßt sich jedoch Yereinfachen durch folgende Bemerkungen^ bei 
denen wir jedoch zweckmäßig den Fall, daß der Scheitel in endlicher 
Entfernung liegt von dem anderen auseinander halten. 

a) Kegelflächen. Der in Orthogonalprojektion dargestellte Kegel 
habe die Spitze V={V\ F"), die Basis ^ = (^', <i^), und ^^[s^yS^I 
sei die Ebene deren Schnitt £ wir 
suchen (s. Fig. 109). Wir wissen aus 
Nr. 251, daß sich die Kurven ^ 
und £' in einer Homologie ent- 
sprechen mit dem Zentrum V und 
der Achse s', welche die Projektion 
der Schnittlinie s der beiden Ebenen 
6 und T = pi,^2] ist. Um jene Kor- 
respondenz vollständig zu bestim- 
men, genügt die direkte Konstruk- 
tion eines Paares entsprechender 
Punkte, z. B. der ersten Projektion 
der beiden Punkte S und D, in 
denen 6 und r von einer beliebigen 
durch Fgehenden Geraden getroiBfen 
werden. Als solche können wir sehr 
wohl das von V auf die Aufriß- 
ebene gefällte Lot nehmen; nämlich dann fallen 8" und D" mit F" 
zusammen, und S' und D' können in bekannter Weise (s. Nr. 24) ge- 
funden werden. Andererseits läßt sich diese Homologie folgendermaßen 
bestimmen: Wir beachten, daß die unendlich fernen Punkte der Grund- 
ebene die Projektionen der unendlich fernen Punkte von t sind, und 
daß diesen die Punkte der Geraden j entsprechen, in der 6 von der Ebene 
[^1 ; ^2] geschnitten wird, die durch F parallel zu t gelegt wird. Hieraus 
folgt, daß in der zwischen ^' und 2' auftretenden Homologie der un- 
endlich fernen Geraden der ersteren die Punkte der Geraden j' ent- 
sprechen. Diese ist demnach eine der Fluchtgeraden und vervollständigt 
somit die Bestimmung der besagten Homologie. Die andere Flucht- 
gerade ist j/, die Projektion der Schnittlinie der Ebene r mit der Ebene 
[^1; ^il) <^iö durch F parallel zu ö gelegt ist. Nachdem man so diese 
Homologie fest gelegt hat (s. Fig. 109), ergibt sich die Herleitung von 
U' aus ^' nach dem Verfahren, das uns die projektive Geometrie lehrt, 
2J'' erhält man dann aus 2J\ indem man die Affinität» dieser beiden 
Figuren benutzt, deren Achse die Affinitätsachse a=a' der Ebene 6 
ist (vgl. Nr. 15 u. 17). — Die Tangenten von 2J' sind die Geraden, die 
den Tangenten von ^' in der Homologie entsprechen, insbesonders ent- 
sprechen ihre Asymptoten den Tangenten von z/' in den Schnittpunkten 
mit j/. — 

In ähnlicher Weise kann man verfahren, wenn man sich der Zentral- 
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Projektion bedient. Die Data seien hier F=(T/', F'), ^ = {J',ti) 
und ö = [^o^T (^^g- 110). Auch hier entsprechen sich 2J' und ^' in 
einer Homologie mit dem Zentrum F' und der Achse s% welches die 
Projektion der Schnittlinie der Ebenen r = pi'] und <j = [^^i^)'] ist. 
Um diese Korrespondenz vollständig zu bestimmen, g^i^ügt die Auffin- 
dung der Projektionen der Punkte D und 8, in denen eine beliebige 
durch F gehende Gerade 6 und r trifft. Als solche können wir offen- 
bar auch die Gerade (TT) nehmen; sind IX und S" vermittels der 
Hilfsebene [tiii] gefunden, so kann 

man nach einem Verfahren der pro- /V«, 

jektiven Geometrie die Aufgabe zu 
Ende führen. 




Pig. 110. 



Fig. 111. 



b) Zylinderflächen. Sind die Erzeugenden senkrecht zu einer der 
Projektionsebenen (z. B. zur ersten) und ist ^ die Basis, 2J die Schnitt- 
kurve, so fällt 2J' mit z/' zusammen, und 2?" läßt sich finden, indem 
man beachtet, daß ü der gegebenen Ebene angehört (Nr. 17). — Um 
im allgemeinen Falle die Schnittlinie U des Zylinders, dessen Basis 
z/ = (z/', ^1^) ist, und dessen Erzeugende parallel der Geraden ^ = (5^',/') 
sind, mit der Ebene ^ = [«1,52] zu finden (s. Pig. 111), beachten wir, 
daß ^' und U' sich in einer Affinität entsprechen, deren Achse die 
Projektion s' der Schnittlinie s der beiden Ebenen 6 und t = [ifj, ^^]. Zur 
vollständigen Bestimmung dieser Affinität ist nur noch ein Punktepaar 
erforderlich, etwa die Projektionen S' und D' der beiden Punkte S^tsg 
und D = xg. Hat m%a nun 2J' gefunden, ergibt sich 2J" leicht aus der 
Affinität zwischen 2^' und 2". 

Wir überlassen es dem Leser, sich davon zu überzeugen daß bei 
Anwendung der Zentralprojektion die unter a) für die Kegelflächen an- 
gewendete Konstruktion auch auf Zylinderflächen anwendbar ist. 

Zur Übung: I« Die Schnitte eines parabolischen geraden Zylinders mit 
einer gegebenen Geraden zu bestimmen. — II. Wie gestaltet sich die Lösung der 
rV. Aufg. wenn die Direktrix der Fläche nicht eben ist? — 
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258. Die soeben gelöste Aufgabe läßt in gewissem Sinne eine 
ümkehrong zu^ nämlich dahin^ daß man nach solchen Ebenen fragt, 
die die Kegel- oder Zylinderfläche in Kurven von verlangten Eigen- 
schaffceu schneideoi. Als Beispiel möge hier behandelt werden folgende 

Anfi^abe V. Gegeben eine Kegelfläche in Zentralprojektion durch 
ihre Spitze F^ {TI\ V) und ihre Basis, den Kegelschnitt r={r, uy. 
gesucht eine Ebene, die ihn in einer Kurve schneidet, die sich auf 
die Bildebene in einen Kreis JT/ projiziert. 

Auflösung: Wir ziehen von F' an V die beiden Tangenten a 
und l (s. die Figur 112); sie bilden den scheinbaren Umriß des 
Kegels, daher muß jede Kurve auf der Kegelfläche sich in eine Linie 




projizieren, die a und 6 berührt. Wir behaupten nun, daß ein (be- 
liebiger) Kreis Fj' der a und 6 berührt und in demselben Winkelraum 
wie r' liegt, die Projektion einer der oo^ gesuchten Schnitte ist. Zum 
Beweise bestimmen wir auch die Ebene dieses Schnittes. Durch V 
ziehen wir zu dem Zwecke «wei beliebige Geraden p, g, die f" und r{ 
schneiden in Ä, B\ C\ D' und Ä^B^'C^D^. A'C und A^C( mögen 
sich in P, B'If und B^D^ in Q schneiden; wir ziehen nun die Ge- 
rade P^ = 5'. Dann entsprechen sich die beiden Kegelschnitte /"' und 
Fl' in einer Homologie, deren Zentrum F' und deren Ache s ist, 
A A^y. , . I/D^' sind Paare entsprechender Punkte. Daher entspricht 
auch dem Punkte M'^ÄCB'D' der Punkt M^ = Ä^C^'B^D^' 
und demnach liegen M' und M^ mit F' in gerader Linie. Wir be- 
trachten nun s' als die Projektion einer Geraden s der Ebene \ti\ deren 
DarsteUungselemente T^ und I^ sein mögen. Nun ist Jf die Projek- 
tion eines Punktes M der vollständig bestimmt ist; demnach ist auch 
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die Gerade VM bekannt. M^ kann als Projektion eines Punktes M^ 
angesehen werden, der ebenfalls völlig bestimmt ist. M^ und s be« 
stimmen nun die Ebene deren Darstellungselemente wir suchen. Zu 
dem Zwecke konstruieren wir die durch M und die Gerade {TT) be~ 
stimmte Ebene (indem wir zunächst M als auf BD gelegen ansehen,, 
dessen Darstellungselemente T^ und I^ sind): sie sei = [^1*1']. Sie ent- 
hält oflFenbar die Gerade VM und also auch den Punkt M^ ; wir schreiben 
also J!fi= {t^ii, Jfi'); sind T3, I^ die Schnitte der Geraden B^D^ mit 
hyhj ^^ können wir auch schreiben M^^^{T^I^y M^)y und folglich 
hat die Ebene Ms als Darstellungselemente if^= T^T^ und i^^I^I^'\ 
zur Kontrolle diene, daß diese beiden Geraden parallel sein müssen. 

Um zu zeigen, daß die Ebene \tjg^^ den gegebenen Kegel in einer 
Kurve schneidet, deren Projektion der Kreis F^ ist, beachten wir, daß 
r^ dem V in einer Homologie entsprechen muß, deren Zentrum V'\ 
die Achse muß die Projektion der Geraden sein, in der sich die Ebenen 
pi'] und [tj^ schneiden, d. i. s, und entsprechende Punkte sind M'^ 
und M^y also ist dieser Kegelschnitt der Kreis F^'. 

Man beachte, daß in der Wahl der Bezeichnung der Schnitte von 
p und q eine gewisse Willkür herrscht und somit auch in der Art, 
wie die beiden Kurven V und F^ aufeinander bezogen werden; M' 
und M^ können demnach zwei verschiedene Lagen annehmen. Hieraus 
folgt, daß F^ (ebenso wie jeder andere homolog beschriebene Kreis) 
die Projektion zweier ebener Schnitte des Kegels ist. 

Zur Übung: Dieselbe Aufgabe für einen Zylinder zweiter Ordnung zu lösen. 

259. Anfgabe VI. Die Schnittlinie zweier Kegel- oder Zylinder- 
Flächen zu bestimmen. 

Auflösung: Haben die beiden Kegel eine gemeinsame Spitze, so 
besteht der Schnitt aus einer gewissen Zahl Yon Erzeugendeu. Um 
diese zu finden, legen wir durch die beiden Kegel eine beliebige Ebene 
und bestimmen deren Schnittkurven mit den Kegeln ; die beiden Kurven 
gemeinsamen Punkte geben mit der Spitze verbunden den gesuchten 
Schnitt. 

Anwendungen: L Um die Schnittpunkte einer Kegel- (oder Zy- 
linder-) Fläche mit einer Kurve F zu finden, projiziere man diese vom 
Scheitel V aus und suche diejenigen Erzeugenden, die die Kegelfläche 
mit der projizierenden Fläche gemeinsam hat, diese schneiden die Kurve 
in den gesuchten Punkten. H« Die Auffindung der gemeinsamen Tan- 
gentialebenen zweier konzentrischer Kegel läßt sich in ähnlicher Weise, 
wie die der gemeinsamen Tangenten zweier ebenen Kurven bewerk- 
stelligen. 

Zur Übung: Man bestimme diejenigen Erzeugenden oder Tangentialebenen 
eines Kegels, der durch seine Spitze und eine Spurlinie gegeben ist, die mit einer 
Projektions- (oder einer beliebigen) Ebene einen gegebenen Winkel bilden. 
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Um nan die allgemeine Aufgabe VI zu lösen, nennen wir die 
Scheitel der beiden Eegel V^ und V^, und, indem wir die allgemeinen Be- 
merkungen in Nr. 235 beachten, schneiden wir beide Flächen mit einem 
Ebenenbüschel, dessen Achse wir zweckmäßig mit V^V^ zusammen- 
fallen lassen; dann wird jede seiner Ebenen die beiden Flächen längs 
einer Gruppe von Erzeugenden schneiden, und die Punkte, in denen 
die Erzeugenden der einen Gruppe die der anderen trejffen, gehören 
der gesuchten Schnittlinie an. 

Soll die Konstruktion in Orthogonalprojektion ausgeführt werden, 
so wird man zweckmäßig als Basis der beiden Flächen ihre Schnitt- 
linien ^1 und ^2 ^ ^6^ Grundrißebene wählen, welche 
Annahme der Allgemeinheit der Betrachtung keinen 
Eintrag tut (vgl. Nr. 253). Wir bestimmen nun (s. die 
Figur 113) den ersten Spurpunkt jT^ der Geraden 
Fl Fj, und ziehen durch ihn im Grundriß die beliebige 
Oerade t^] diese ist dann die erste Spur- 
linie einer der Ebenen r jenes Büschels. 
Schneidet nun t^ ^^in P^, Q^ , . ,, jd^ in 
^2? ^2 •••; sö bilden die Geraden V^P^, 
^iQi ' ' ' ^^^ Schnitt von t mit der 
ersten Fläche, V^P^, V2Qi . . - den mit 
der zweiten. V^P^y F/^i • • • ^2'A. 
^2 Qi ' ' • sind nun die ersten Projek- 
tionen dieser Geraden; die zweiten be- 
stimmt man, indem man F^" mit P^", 
Ö/'... und F/' mit Pg", (^2"..., welch 
letztere Punkte auf der Achse liegen, 
verbindet Die Schnittpunkte X, F, . . . 
der Geraden V^P^, ^1^1 •• • mit den Geraden V^P^, 
F2 ^2 • • • gehören der gesuchten Schnittlinie 2 an, und 
lassen sich sogleich darstellen. Lassen wir nun t^ um 
Tj sich drehen, so erhalten wir weitere Punkte von 2J, 
Die Ebenen, die die Kegel in X, Y", . . . berühren, 
schneiden sich in der Tangente an 2J in X — Man beachte, daß in der 
Konstruktion von U' außer den Kurven z/j und ^^ nur die V^, V^ 
und T^ zur Verwendung kommen; bleiben diese fest, so ändert sich 
S' nicht. Wir haben demnach den Satz: Bewegen sich die Spitzen 
zweier Kegelflächen auf zwei zu einer Ebene € senkrechten Geraden, 
derart daß der Schnitt der Verbindungslinie mit € fest bleibt, so 
durchläuft die Schnittlinie der beiden Flächen einen zu € senk- 
rechten Zylinder. 

Reelle Punkte von 2J erhalten wir nur solange t^ beide Kurven z/^, A^ 
schneidet; gibt es keine einzige derartige Gerade, so ist H völlig 
imaginär, bzw. es schneiden sich auch die beiden Flächen nicht. Andern- 




Fig. 118. 
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falls jedoch kann 2 (ebenfalls seine Projektionen) aus mehreren ge- 
trennten Zweigen bestehen; dies trifft zu, wenn eine der Flächen in 
die andere eintritt und wieder herauskommt. 

Besonders wichtig ist die Aufsuchung der unendlich fernen Punkte 
von 2. Um diese zu finden, beachten wir, daß durch einen jeden dieser 
Punkte eine Erzeugende des einen und eine des anderen Kegels geht; 
umgekehrt jeder Punkt des Raumes, durch den von jedem Kegel eine 
Erzeugende hindurchgeht, ist ein Punkt von 2J, Somit stammt jeder 
unendlich ferne Punkt von 2J von einem Paar zu einander paralleler 
Erzeugenden her; also läuft unsere Untersuchung darauf hinaus, Paare 
solcher paralleler Erzeugenden der beiden Kegel aufzufinden. Wir 
ziehen zu dem Zwecke durch die Spitze F^ die Parallelen zu den Er- 
zeugenden des zweiten Kegels: dadurch entsteht ein dritter Kegel mit 
der Spitze V^ in welchem jede Erzeugende, einem Paar paralleler Er- 
zeugenden der beiden ersten Kegel entspricht. Konstruieren wir nun 
die Spurlinie z/g jenes Kegels in der Grundebene und bestimmen deren 
Schnittpunkte Ij, /g • • • ^^^ "^ly ^^ ^^^^ ^^® unendlich fernen Punkte 
der Erzeugenden V^I^j V^I^ die gesuchten. 

Die Konstruktion von -^3 wird erleichtert, wenn man berück- 
sichtigt, daß der erste und der dritte Kegel, da ihre Erzeugenden ein- 
ander parallel laufen, die Kurve im Unendlichen gemeinsam haben; 
^2 und z/3 sind somit perspektiv zu dieser ganz im Unendlichen ge- 
legenen Kurve, entsprechen sich somit in einer Homologie, die als 
Zentrum den Spurpunkt T^ der Geraden F^ F^ hat und als Achse die 
unendlich ferne Gerade. Es handelt sich also um eine Homothetie 

T V T V ' 
mit dem Zentrum 1\ und dem Ahnlichkeitsverhältnis ^-y = TV' ' 

Ist demnach M^ ein Punkt von z/g, und ziehen wir T^M^ und V^M^, 
so triä't die durch V^ zu V^ M^ gezogene Parallele T^M^ in einem 
Punkte üfg von z/3 (s. die Fig. 113). Lassen wir M^ die Kurve z/^ durch- 
laufen, so beschreibt M^ die z^3. 

Die angeführte Konstruktion für Punkte der Schnittlinie zweier 
Kegel- (oder Zylinder-)flächen ist im wesentlichen auch bei Zentral- 
projektion anwendbar; als Basis der beiden Flächen nimmt man dann 
öfters ihre Spurlinien in der Bildebene. 

* Zur ÜbuD^: I. Den Schnitt zweier Kegel 2ter Ordnung mit verschiedener 
Spitze zn bestimmen, wenn diese sich längs einer Geraden berühren. Man zeige 
daß der Restschnitt ein Kegelschnitt ist. — II. In Zentralprojektion den übrig- 
bleibenden Schnitt zweier Kegel zu bestimmen, wenn diese zwei gegebene Punkte 
als Spitzen und als gemeinsame Basis einen Kegelschnitt 13.= (fi\ F') haben. — 
III. Den Ort der Punkte zu konstruieren, die von zwei gegebenen Geraden gleichen 
Abstand haben (vgl. Nr. 253 Übung V). Daraus die Punkte abzuleiten, die von 
drei gegebenen Geraden denselben Abstand haben. — IV. Die kubische Raum- 
kurve zu zeichnen, in der sich zwei Kegel zweiter Ordnung schneiden, die außer- 
dem noch eine Erzeugende gemeinsam haben. — V. In Orthogonalprojektion die 
Raumkurve 4. 0. darzustellen, in der zwei Kegel 2. 0. sich schneiden. — VI. 
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Zwei gerade Kreiszylinderf deren Achsen zwei aufeinander senkrecht stehende 
und sich treffende Geraden sind, schneiden sich in einer Kurve, die als Cycloim- 
ber*) bezeichnet wird: diese zu zeichnen unter der Voraussetzung, daß die Achsen 
senkrecht zu den Projektionsebenen seien. — TU« Die Methode der kotierten 
Ebenen auf die Darstellung von Kegel- (oder Zylinder-)flächen anzuwenden, so- 
wie auf die Lösung der obigen Probleme. — VIIL Die Schnittkurve zweier Kegel- 
oder Zylindeiflächen zu konstruieren unter der Annahme, daß diese durch ihre 
Spitze und ihre Spur in der zweiten Halbierungsebene gegeben seien. 

Bemerkungen: L Die dargelegten Konstruktionen der Schnitt- 
knrve zweier Kegel- oder Zylinderflächen bleibt im Grunde bestehen, 
wenn die Basen F, J derselben in verschiedenen Ebenen y^ 8 sich 
befinden. Um dies klarzulegen, nennen wir G und D die Durch- 
schnittspunkte der Geraden JJY resp. mit y und d, und A einen be- 
liebigen Punkt der Geraden y8. Ist M (oder N) ein Punkt, in dem 
die Gerade CA (od. DJ.) die Kurve F (od. Ä) schneidet, so sind TIM 
und Vif komplanare Erzeugende der gegebenen Flächen; ihr Schnitt- 
punkt X gehört 21 an. Läßt man nun A die Gerade y8 durchlaufen, 
so wird 21 punktweise beschrieben. Es möge dem Leser überlassen 
bleiben, diesen Begriff auf die bekannten Methoden der darstellenden 
Geometrie anzuwenden. 

IL Die Aufgabe, den Schnitt 21 zweier Kegel zu finden, bietet 
größere Schwierigkeiten, wenn die Leitlinien J^ und jd^ nicht ebene, 
sondern räumliche Kurven sind, weil dann 
die Auffindung der Schnitte einer solchen 
Kurve mit einer durch F^ V^ gehenden 
Ebene, sich nicht so einfach gestaltet, wie 
im vorigen Spezialfälle. Ist jedoch die 
Gerade Y^V^ senkrecht zu einer der 
Bildebenen, so wird sie wieder erleich- 
tert; da dann nämlich F/ mit Fg' 
zusammenfällt, so hat jede Hilfs- 
ebene r als erste Spurlinie eine 
durch F/= Y^ gehende Gerade t^y 
während die zweite % senkrecht 
zur Achse a, 2 verläuft, r schneidet 
dann z/^ in Punkten, deren erste 
Projektion die Schnitte von z/^' mit 
i^ sind (Fig. 114). Es sei P/ einer 
dieser Punkte, dann liegt Pi" auf 
z/i", und Fi"Pi"=5'/' ist eine in der Ebene x gelegene Erzeugende des 
ersten Kegels. Ähnlich liefert jeder Schnitt Pg' von gl mit J^ eine 
Erzeugende g^ des zweiten. Der Punkt X^g^g^ gehört der gesuchten 
Kurve an; im Aufriß projiziert er sich in den Vunkt g^'g^'', im Grund- 




Fig. 114. 



1) Von cyclus imbricatus d. h. gebogener Kreis. 
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riß in den Schnitt von t^ mit der entsprechenden Ordinate. Jede Gre- 
rade dnrch Vi = Fg' liefert eine Gruppe solcher Punkte X, die die 
Kurve Z bilden. — Es ist leicht zu sehen, daß diese Betrachtungen 
ihre Geltung behalten, wenn es sich um den Durchschnitt einer 
Kegel- mit einer Zylinderfläche handelt, deren Erzeugende 
normal zu einer der Projektionsebenen (z.B. zur ersten) sind. — 
Wenn man endlich den Durchschnitt Z zweier Zylinderflächen mit un- 
ebenen Leitlinien punktweise kon- 
struieren will, so kann man den 
Zweck unschwer erreichen im Falle, 
daß die Geraden d^, d^, zu de- 
nen die Flächenerzeugenden parallel 
sind, auf eine der Bezugebenen 
(z. B. im Aufriß) als parallele Ge- 
raden projiziert werden (Fig. 
115). Um dies zu beweisen, betrach- 
ten wir eine beliebige zu d/' == d^" par- 
allele Gerade; sie kann als Vertikal- 
projektion einer Erzeugenden g^ der 
ersten und einer g^ der zweiten Zy- 
linderfläche angesehen werden; P^ 
und Pg seinen ihre Tre%unkte mit 
den Leitlinien ^^ und ^g; P^" und 
Pg" sind sogleich gefunden, P^ und 
Pg' können daraus gefolgert werden. 
Die Parallelen durch F^ und P^' 
resp. zu d^ und dg' können als die Grundrisse von g^ und g^ betrachtet 
werden, und ihr Schnittpunkt als die erste Projektion eines Punktes 
der Kurve 2J; die entsprechende Ordinate schneidet die Gerade ^/' == g^' 
in X". Läßt man nun diese Gerade, unter Beibehaltung ihrer Rich- 
tung, variieren, so werden 2J' und 2^" punktweise beschrieben. 

Wenn aber die Data in keiner der beschriebenen günstigen Lagen 
sich befinden, so kann man sie durch Verlegung der Projektions- 
ebenen in jene Lagen bringen, wie wir kurz beweisen woUen: a) Seien 
Fl und Fg die Kegelscheitel, s ihre Verbindungslinie, ^^ und tc^ die 
Projektionsebenen. Man wähle als neue Vertikalebene die Ebene Wg*, 
die s auf tc^ projiziert und als neue Horizontalebene eine zu s senk- 
rechte Ebene sr^*: dann haben F^ und Fg auf jr^* denselben Grundriß. 
ß) Ln Falle daß man eine Kegel- und eine Zylinderfläche hat, so kann 
man durch denselben Kunstgriff erreichen, daß die Erzeugenden der 
zweiten normal zur Horizontalebene werden, y) Handelt es sich end- 
lich um zwei Zylinderflächen, deren Erzeugende zu den Geraden d^ 
und d^ parallel sind, so nenne man 8 eine zu d^ und d^ parallele 
Ebene; wählt man nun als neue Vertikalebene eine Ebene, die zu n^ 




Fig. 115. 
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und d senkrecht ist^ so sind die neuen Aufrisse von df^ und d^ parallele 
Geraden^ und die obige Konstruktion kann angewandt werden. 

Es möge bemerkt werden^ daß^ während die Konstruktionen a) und 
ß) i, a. sehr verwickelt sind, die y) einfach und daher sehr brauchbar ist. 

8 4. Abwiokelung einer Zylinderfläche in eine Ebene. 

260. In die Basis ^ einer Zylinderfläche denken wir uns ein konvexes 
Vieleck P^P^P^ , . , einbeschrieben und durch dessen Ecken die Erzeu- 
genden go, gi, g^ ' ' - gezogen, so daß eine prismatische, dem Zylinder 
einbeschriebene Fläche entsteht. Wir denken uns nun die Fläche längs 
der Erzeugenden g^ aufgeschnitten und lassen dann den Streifen g^g^ 
um g^ sich drehen, bis er in die Verlängerung von g^g^ zu liegen 
kommt; den so entstandenen Streifen g^g^ lassen wir sich um g^ drehen, 
bis er mit g^g^ in eine Ebene kommt; fahren wir so fort, so gehen 
alle die Prismenflächen in eine einzige Ebene über. Denken wir uns 
nun die Seiten des Polygons unendlich klein, während ihre Zahl un- 
endlich groß wird, so geht bei der Grenze die prismatische Fläche in 
die zylindrische über, und diese würde dann auch in eine Ebene über- 
gehen. 

Diese Operation nennt man (vgl. Nr. 167) die Abwickelnng eines 
Zylinders in eine Ebene. Zufolge dieses Verfahrens geht jede Kurve F 
auf der Zylinderfläche in eine ebene Kurve [JT] über, und die Länge 
des Bogens der ersteren zwischen irgendwelchen Punkten Ä und B wird 
gleich sein der Länge des Bogens von [r] zwischen den entsprechen- 
den Punkten [Ä] und [jB]. Betrachten wir ferner zwei Kurven F und ^ 
der Zylinderfläche, die durch denselben Punkt P gehen, sowie die Ge- 
raden c und d, die F und ^ in P berühren, so erhalten wir nach 
geschehener Abwickelung zwei Kurven [F] und [z/] die sich in [P] 
schneiden und dort von den Geraden [c] und [d] berührt werden, die 
miteinander denselben Winkel bilden, wie c und d. Wir können also 
zusammenfassend sagen: Bei der Abwicklung einer Zylinderfläche in 
eine Ebene bleiben Längen nnd Winkel erhalten.^) 

261. Wir nehmen ein rechtwinkliges kartesisches Koordinaten- 
system, dessen ^er- Achse parallel den Erzeugenden und dessen rrt/- Ebene 
den senkrechten Schnitt als Basis des Zylinders liefert. Es sei dann 

a. = |(s), y-ij(s), xr = e(«) (1) 

die Gleichung einer beliebigen auf der Zylinderfläche gezeichneten 
Kurve F, wobei s die Bogenlänge von F bedeutet von einem beliebigen 
Kurvenpunkte Sl an gerechnet ist. Demnach werden (vgl. Nr. 192) 
die Funktionen |, i^, ^ identisch den Gleichungen genügen 

r^ + v' + r - 1, rr + w + ^i:' - o, usw. 

1) Man kann auch sagen, daß diese Größen Biegungsinvarianten sind. 

Loria-Sohtttte: Darstellende Geometrie. IL Bd. 14 
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während man als Basiskurre /l diejenige betrachten kann^ die darge- 
stellt wird durch 

flj-K«), vnii) (2) 

Um nun analytisch die Kurve \V\ darzustellen^ in die T bei der 
Abwicklung übergeht^ beziehen wir sie auf ein kartesisches Koordinaten- 
system (m, v) das die Projektion von SL auf die rry-Ebene, den Punkt ß' 
iQs Anfang hat und als Abszissenachse die Gerade \/l\ in die sich in- 
folge der Abwicklung die Kurve /l verwandelt, dann ist die Abszisse t« 
eines Punktes [P] von \y\ gleich dem von Ä' an gerechneten Bogen 
von J bis zum Punkte P', der Projektion von P auf die a;y-Ebene, 
während die Ordinate v mit der Koordinate z von P übereinstimmt. 
Die parametrische Darstellung von [JT] ist also folgende 

t*«/rf5>/rM^, t; = &(5) (3) 

Hieraus folgt dann: ds^^ d^ ■\- dv^^ d^-^- dt^ -{■ d^^ in Überein- 
stimmung mit der am Schluß der vorigen Nr. gemachten Bemerkung. 
Für eine andere Kurve 1^, die derselben Zylinderfläche angehört, 
möge man die ähnliche parametrische Darstellung haben: 

dann bestehen die Identitäten |(s) = %^(s^y rj(s) — i^iC^j) für alle Werte 
von s und s^, während für [FJ die Gleichungen gelten: 

f*-fds,y^x" + vr> v^txis,). .... (3') 

Bezeichnen wir nun den Winkel zwischen den beiden Kurven [F] und 
[Fl] in einem ihrer gemeinsamen Punkte [P] mit ö, so haben wir 

cos e = yrT7' >^17+^? + t't\ 

oder, zufolge der obigen Identitäten 

also ist 6 auch gleich dem Winkel, den die beiden Kurven F und F^ 
in P miteinander bilden. Damit ist auch die andere Behauptung am 
Schlüsse der vorigen Nr. bestätigt. 

Aus Gl. (1) ergibt sich für den Krümmungsradius R in einem 
beliebigen Punkte von F 

R^ , ^ = (4) 

während uns (3') zeigt (nach Nr. 181), daß der Krümmungsradius [R] 
von [F] in dem entsprechenden Punkte ausgedrückt wird durch 



8 ,8 
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oder 

Nun beachten wir, daß die Schmiegungsebene in P an P und die 

Berührungsebene an die Zylinderfläche daselbst bezw. die Gleichungen 

haben ' y c\ 

x — l y-t] z — i\ 



r n' 5' 

1" r," r 



= 0, und ^J = y^ 



Ist also ^ der Winkel, den sie miteinander bilden, so ist 

cos » - i'<^'n'^'—n"0- r (rr-ri :) _ r(r'+V)-r(rr+^?v ) 
rg-r'j + rr _ d h 

cos*- , /' - (6) 

Vergleichen wir nun die (4), (5) und (6) miteinander, so ei^bt sieh 

cos* = Jj, oder [B]^^ .... (7) 

eine bemerkenswerte Beziehung, die ausgedrückt wird durch folgenden 
Satz von Catalan: Wickelt man eine Zylinderfläche mit einer darauf 
beschriebenen Ranmknrve P ab, so entsteht eine ebene Kurve [P], 
und das Verhältnis der Krümmungsradien in entsprechenden Punk- 
ten P, [P] ist gleich dem Kosinus des Winkels, den die Schmiegungs- 
ebene an r mit der Berührungsebene an die Fläche in JP bildet. 
Aus (7) folgt: [R] wird unendlich groß, wenn cos -Ö" = 0, oder 

ö =» -g- ? ^' ^- wenn die Schmiegungsebene senkrecht zur Berührungs- 
ebene wird, also durch die Flächennonnale geht. Eine Kurve, bei der 
dies für alle Punkte zutrifft, muß sich bei der Abwicklung in eine Gerade 
verwandeln, sie heißt dann eine Schraubenlinie des Zylinders (in Über- 
einstimmung mit der in Nr. 216 für den Kreiszylinder gebrauchten Be- 
zeichnung). — Nehmen wir insbesondere an, daß F der Schnitt der Zylin- 
derfläche mit einer beliebigen Ebene 6 sei. Wenn nun ü = oo, so ist (auch 
im allgemeinen) ebenfalls [R] = <x>, also gehen die Wendepunkte der 
Schnittkurve in Wendepunkte der Abwicklung über; aber auch wenn 

[E] endlich ist, kann [R] = oo werden, nämlich wenn '9' =« y, also 

wenn 6 senkrecht zur Berührungsebene ß im Punkte P an die Fläche 
ist. Da nun letztere durch die (zu O0 parallele) Erzeugende geht, 
und diese zur rry-Ebene jt senkrecht ist, so ist auch ß senkrecht zu tC] 
die Schnittgerade ßö ist also eine Gerade größter Neigung — eine FaU- 
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linie — von 6 in bezug auf ä, zugleich ist sie aber auch Tangente 
an r in P. Also kann man aussprechen den folgenden 

Satz von Olivier: Schneidet man eine Zylinderfläche mit einer 
beliebigen Ebene a und einer zu den Erzeugenden senkrechten Ebene n 
und wickelt das zwischenliegende Mantelstiick in eine Ebene ab^ so 
hat die krumme Begrenzungslinie überall da Wendepunkte, wo die 
Schnittkurve in a Tangenten hatte, die Fallinien in bezug auf üt 
waren. 

262, Wir wollen nun zeigen, wie man die Abwicklung einer in 
Orthogonalprojektion dargestellten Zyiinderfläche bewerkstelligen kann. 
Als Grundebene nehmen wir eine zu den Erzeugenden senkrechte Ebene, 
und als Basis des Zylinders die Schnittkurve zJ mit dieser Ebene; 
der Aufriß wird dann von den Geraden a", &", . . . begrenzt, die senk- 
recht zur Grundlinie stehen und ^ in Ä', B' , , . berühren. Ist nun /d 
eine geschlossene Kurve von der Länge l, so wird die Abwicklung einen 
Streifen darstellen von der Breite Z; indem wir diesen in die Aufriß- 
ebene legen und uns die Fläche ' etwa längs der Geraden a aufge- 
schnitten denken, so wird der Streifen von der Geraden a" begrenzt 
werden, deren Fußpunkt wir mit D bezeichnen Es sei nun M^{M% M'') 
ein beliebiger Punkt der Zylinderfläche, und g die durch ihn gehende 
Erzeugende, dann fällt g' mit M' zusammen, g'' geht senkrecht zur 
Grundlinie durch M'\ Die Abwicklung [M] liegt dann sowohl auf 
der durch M" zur Grundlinie gezogenen Parallelen, als auch auf [^]; 
diese ist aber eine Parallele zu a", in einem Abstände gleich der Länge 
des Bogens A'M' der Kurve ^, die entweder exakt oder durch ein 
Näherungsverfahren gefunden werden kann. Durch Umkehrung der 
Konstruktion kann man auch umgekehrt aus einem vorher angegebenen 
Punkte [Jbf] der Abwicklung den zugehörigen Punkt M der Zylinder- 
fläche finden; läßt man beispielsweise [M] eine Gerade durchlaufen, 
so bekommt man eine allgemeine Schraubenlinie im Aufriß. Es soll 
nun dies Verfahren angewendet werden auf den ebenen Schnitt 2J 
eines Zylinders, dessen Basis ^ beispielsweise eine Pascalsche Schnecke 
ist. Wir legen die Aufrißebene so, daß sie zu der schneidenden Ebene 
<y = pj,y senkrecht ist; dadurch wird der Allgemeinheit kein Eintrag 
getan, die Konstruktion aber vereinfacht, indem 2'' in eine Strecke Ä'B' 
übergeht (s. Fig. 116). 

Wir tragen nun auf ^ vom Punkte A anfangend eine Anzahl 
Segmente ab, die wir zweckmäßig so klein nehmen, daß der Unter- 
schied zwischen Sehne und Bogen vernachlässigt werden darf; die 
Endpunkte seien 1', 2', 3', 4' . . . Dieselben Strecken tragen wir vom 
Punkte D anfangend auf der Grundlinie nacheinander ab, wodurch 
wir die Punkte P^, Pg, P3 . . . erhalten. Die in diesen Punkten zur 
Grundlinie errichteten Senkrechten treffen die durch 1", 2", 3" . . . zu 
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ihr gezogenen Parallelen in den gesuchten Punkten [1], [2], [3] . . . 
von [U], Die Wendepunkte von [I]] ergeben sich dabei leicht aus 




dem Olivierschen Satze, wenn man die zu 
ti senkrechten Tangenten an 2/ zieht; den 
Berührungspunkten W^ ...W^ entsprechen 
dann die Wendepunkte [ W J . . . [ TTJ. Da- 
gegen entsprechen den Berührungspunkten 
der zu t^ parallelen Tangenten, die Maximal- bzw. Minimalpunkte 

Die Kurven [H] sind, wenn ^ geschlossen ist, periodisch und im 
allgemeinen zusammengesetzte Schwingungskurven ^), bei denen die Art 
der Schwingungen von ^d und der Lage von t^ in bezug auf z/ abhängt, 
die Amplituden aber von dem Winkel, den 6 mit den Erzeugenden 
bildet. In dem Falle des Kreiszylinders (ein schon von Aristoteles er- 
wähnter Fall) erhalten wir immer eine einfache Sinuslinie; ist nämlich 
a:* 4- J/* — r* die Gleichung des Zylinders, ^ = Ä (a;-cos a + y-sin a) + I 
die schneidende Ebene, so wird 2^ dargestellt durch 

x=^r*coB<py y ^ r-sin {py £? = Är-cos (9 — a) + i. 

In diesem Falle werden die Gleichungen (3) zu 

u « rip, V ^kr- cos (tp — a) + 1 

woraus nach Elimination von 9 als Gleichung für [£] folgt 



r • cos 



(t-). 



welches die Gleichung einer Sinuslinie ist, womit die Behauptung be- 
wiesen ist (vgl. Nr. 189, 1). 

g 5. Abwicklung einer Kegelfläohe in eine Ebene. 

268. Eine beliebige Kegelfläche mit der Spitze V habe als Leit- 
linie die Kurve ^. In diese denken wir uns ein konvexes Polygon 
PqPjPj . . . eingeschrieben und die entsprechenden Erzeugenden g^, g^, 

1) G. Loria, Spezielle alg. u. transc. ebene Kurven IL Aufl. Bd. ü, S. 16. 
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^2 . . . gezogen. Nun denken wir uns die Fläche längs g^ aufgesclinii- 
ten und lassen die Ebene des Winkels g^g^ um g^ sich drehen, bis 
sie in die des Winkels g^g^ gelangt ist. Dann drehen wir g^g^ um g^, 
bis es in die Ebene g^g^ gelangt ist, dann lassen wir g^g^ sich um g^ 
drehen usw. Auf diese Weise geht die körperliche Ecke V mit den 
Kanten g^^ig^^g^ - - * in ©ine Ebene über. Lassen wir nun die Zahl der 
Ecken des eingeschriebenen Polygons (und damit auch der Kanten 
^Q,^i . . .) ins Unendliche wachsen, während die Länge der Seiten un- 
endlich klein wird, so geht jene körperliche Ecke in die Kegelfläche 
über, und die beschriebene Operation stellt alsdann die Abwicklung 
der Kegelfläche in eine Ebene dar. Im Folgenden soU die Ab- 
wicklung einer Figur JT auf der Kegelfläche in der Ebene mit [5FJ 
bezeichnet werden. Durch analoge Betrachtungen wie bei der Zylinder- 
fläche in Nr. 261 erkennt man, daß auch bei der Abwicklung einer 
Kegelfläche in eine Ebene Längen und Winkel erhalten bleibend) 

264. Es soll nun eine Beziehung zwischen den Krümmungen in 
zwei entsprechenden Punkten einer auf dem Kegel gezeichneten Kurve F 
und ihrer Abwicklung [F] in eine Ebene gesucht werden, die dem 
Catalanschen Satze in Nr. 261 analog ist. 

Zu dem Zwecke nehmen wir als Leitkurve des Kegels eben jene 
Kurve F und als Koordinatenanfang die Spitze. Als Parameter wählen 
wir den Bogen 5 auf F gerechnet von dem Punkte, in dem F von der 
Erzeugenden g^ geschnitten wird; dann werde F dargestellt durch 

^^^(s), y-^(s), ^ = S(s) (1) 

Um nun [F] darzustellen, nehmen wir zweckmäßig ein ebenes Polar- 
koordinatensystem (>, (D, das die Spitze als Pol hat und g^ als Polar- 
achse; dann lassen sich q und cd als Funktionen von Sj des Bogens 
von F sowohl als [F] darstellen. Nun ist aber 

ds^ = rfp^ + (>* • d CO*, oder 1 -. p'* + p^co'* 
oder endlich 

^y^^^is (2) 



.=/. 



Außerdem besteht die Gleichung 



P = yF+7+e^ (3) 

folglich ist die Gleichung von [F] nichts anderes als das Resultat der 
Elimination von s aus den Gl. (2) und (3), bzw. (2) und (3) bilden 
die parametrische Darstellung von [F]. Erinnern wir uns nun, daß 

1 



,B=^ 



W + n + n'' 
den Krümmungsradius von F darstellt, und daß die Schmiegungsebene 

1) Diese Größen heißen wie im Falle der Zylinderfläche Biegimgsinvariailteil. 
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in einem ihrer Punkte P, sowie die Tangentialebene an die Kegel- 
fläche längs der Erzeugenden OP die Gleichungen haben 

x — i y — ri e-^i 

=» 0, bzw. 



r 



V 



r 
r 



X y e 
l V 5 



= 0, 



so gilt ftir den Winkel 6, den sie miteinander bilden 



cos ö«= 






r i' r I 



V ^ 1 1 i' 



(*) 



-i/ii'+i'+t*" arn iV+sf 



rr'+vv'+m"'+»i"'+r' 

Benutzt man nun die Identität |'*+ i?'*+ S'* = l sowie diejenigen, die 
sieh durch Differenzieren nach s ergeben, und beachtet Gl. (3) und 
ihre Abgeleitete, so erhält man 

1 ! 



cos d ■■ 



u"+rm"+sr 



y\QQ 1 



|1 



Pi/i-p«yr" +»i"'+r' 



Um diesen Ausdruck noch weiter umzugestalten, beachten wir, daß aus 



Q* + p»o)'» = 1 folgt yi -q''=q m'; 
and da femer 

SO haben wir durch Differentiation nach s 

99 = ir + vv + er, q" + qq" = (r» + v* + n + (w + w + r ), 

und daher .^^„ „ , ^^/\ ^ / /, , ,^ 

- (IS + w + sr ) =- 1 - (p + ^p ). 

Also kann man schreiben 



cos ö «■ ü 



1 — p'« — pp" 






Der Klammerausdruck gibt aber das Krümmungsmaß -p im Punkte [P] 
von [r]*) also ist 

(6) 



JB 



COS ö = ™, oder [U] 



JB 

cosd 



1) Zum Beweise dieser Behauptung betrachte man eine ebene Kurve T, die 
in Polarkooidinaten 9, <q, gegeben ist als Funktionen des Bogens 8\ dann ist 

(«) g'*+P*cd'«=1, 
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Es besteht daher auch für die Kegelfl'ächen der Satz von Catalan: 
Wickelt man eine Kegelfläche in eine Eigene ab, so ist derKrttmninngs- 
radins in einem Punkte [JP] der abgewickelten Kurve [F] gleich dem 
der Knrve F auf dem Kegel im entsprechenden Punkte P dividiert 
dnrch den Kosinns des Winkels, den die Schmiegnngsebene in P 
mit der Berfihmngsebene an den Kegel in f bildet. 

Aus (5) ergibt sich daß [ü] = oo wird, wenn ö = y, d. h. in 

allen den Punkten von F, in denen die Schmiegungsebene die Flächen- 
normale enthält; ist dies für alle Punkte von F der Fall, so wird [F] 
eine Gerade, und F heißt dann Kegelschraubenlinie. ^) Nehmen 
wir im speziellen an, daß F in einer Ebene 6 liege, so wird [iJ] == <x), 
wenn auch iZ = <x> ist, d. Yl: Wendepunkte bleiben auch nach der Ab- 
wicklung erhalten. Aber es wird auch dann [J2] =« oo, wenn ü end- 
lich, aber ö = — ist, d. i. für diejenigen Punkt P, bei denen die 

Tangentialebene an den Kegel längs der Erzeugenden VP senkrecht 
zu 6 steht. Um diese Punkte zu erhalten, kann man offenbar so ver- 
fahren: Man projiziere V orthogonal auf 6 m V^ und ziehe von Fq 
an F die Tangenten; ist B einer der Berührungspunkte, so ist die 
Ebene FFqB sowohl Berührungsebene an den Kegel, als auch senk- 
recht zu <y, B ist also einer der gesuchten Punkte. 

266. Um zu zeigen, wie bei der Abvncklung der Kegelflächen 
die Methode der Orthogonalprojektion vorteilhaft angewendet werden 
kann, behandeln wir folgende 

Aufgabe. Die Abwicklung einer auf einem geraden Kreiskegel 
gezeichneten Knrve r in eine Ebene zn konstruieren. 



und wenn wir differenzieren 

iß) P()" + pp'ö)'* + pei'ai" = 0. 

Ist nun -^ die Krümmung von T, so hat man (s. Serret, Cälcul differentiel II ^d., 

Paris, 1879, S. 304) -^ = cd' + fi\ wenn tg f£ = ^-7- • Daraus folgt dann 

1-1 * 9 * t f ff \ t f\ n 

ooB ^— ^^^^^^ ^ ^^ ^'%j^^%^'t-9 , coßV"~ ~7^ 

Also ist • 

_ gm 

oder 

poo' ga 

Hieraus schließt man — - = ©' —, , wie behauptet. 

B gm 

1) S. auch die folg. Seite. 
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Auflösung: Als Grundebene nehmen wir die Ebene des Basis- 
kreises A in dessen Mittelpunkt das Bild F' der Spitze fällt. Ist r 
der Radius, Ä die Höhe des Kegels, so ist s «= yV + r* die Seite, 
und die Abwicklung des Mantels gibt einen Kreissektor vom Radius s 



und dem Zentriwinkel a = 



2r« 



Wir legen diesen in die Aufriß- 



ebene, so daß sein Zentrum mit V'\ und der eine Begrenzungsradius 
mit der den Aufriß begrenzenden Seite c' zusammenfällt; mit andern 
Worten wir lassen die Abwicklung mit der Er- 
zeugenden c beginnen, deren erster Spurpunkt 0' 
sein möge (s. Fig. 117). Es sei nun M' die erste 
Projektion eines Punktes M von F; um W zu finden, 
betrachten wir die durch M gehende Erzeugende ^, 
F' Jbf ' ist dann ihre Projektion g\ und wenn 
diese ^ in 6r' schneidet, und wir loten 6r' 
als G" auf die Achse, so ist die Gerade 
V Gr" die zweite Projektion^", die von der 
Ordinate von M! in M!' geschnitten wird. 
Um [Jf ] zu finden konstruieren wir zunächst 
\g\ Zu dem Zwecke tragen wir auf dem 
schon gezeichneten Kreissektorbogen 
von 0" aus den Bogen (y'\Gr\ gleich 
dem Bogen ö' ab und verbinden V 
mit \Gr\ wodurch wir \g\ erhalten, auf 
welchem [Jf] liegen muß. Da bei 
der Abwicklung die Längen erhal- 
ten bleiben, so ist T'\_M\ - VM-, 
letzteres ist aber bekannt als Hypo- 
tenuse eines rechtwinkligen Dreiecks 
V'SK^ dessen eine Kathete die 
Differenz der Koten von F und Jf, 

dessen andere der Abstand VW ist; der um F" mit F^JK" beschriebene 
Kreis triflpfc dann \g\ in dem gesuchten Punkte \M\\ lassen wir nun 
M die Kurve T durchlaufen, so erhalten wir \T\ Als Beispiel kann 
man für T einen ebenen Schnitt des Kegels wählen und der Einfach- 
heit halber die Schnittebene senkrecht zur Aufebene nehmen, wie in 
unserer Figur geschehen. 

Die angeführte Konstruktion in passender Weise rückwärts durch- 
geführt liefert M' und Jf ", wenn [Jf] gegeben ist. Der Leser möge 
diese ausführen für den Fall, daß der Ort von [Jf ] eine Gerade oder 
eine log. Spirale nlit F" als Pol sei: er gelangt dann zur Darstellung 
der sog. geraden Kegelschraubenlinie (s. vor. Seite) oder zur Loxo- 
drome einer geraden Kreiskegelfläche ^). 

1) Als drittes Analogon zur gemeinen Zylinderschraubenlinie für den Ereis- 




Flg. 117. 
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Viertes Kapitel. 
Regelfläohen. 

1. Teil. Abwickelbare Flächen, 
g L Allgemeine EigensohAften. 

266. Das einschalige Hyperboloid und das hyperbolische Para- 
boloid sind Flächen, die ohne konisch oder zylindrisch zn sein, den- 
noch eine einfach unendliche Folge von Geraden enthalten: sie führen 
naturgemäß B,x\i die Betrachtung solcher Flächen, die durch eine reelle 
Gerade erzeugt werden, die sich im Räume bewegend eine einfach un- 
endliche Folge von Lagen einnimmt. Solche Flächen heißen Regel- 
flächen, und die c»* in ihr enthaltenen Geraden ihre Erzeugenden. 
Zieht man durch einen Punkt des Raumes zu sämtlichen Erzeugenden 
die Parallelen, so bilden diese den Leitkegel der Regelfläche. 

Eine beliebige Erzeugende g der Regelfläche 91 kann in recht- 
winkligen kartesischen Koordinaten dargestellt werden durch eine Glei- 
chung vom Typus ^_| y_^_^_j 

9 ^ X '^ '^ ' 
wo die I, rj^ g die Koordinaten eines beliebigen auf g gelegenen Punk- 
tes sind (p, Xy i) Größen, die den Richtungskosinussen von g pro- 
portional sind. Bewegt sich nun g im Räume oo^ Lagen einnehmend, 
so werden jene sechs Größen (statt konstant zu bleiben) Funktionen 
einer unabhängigen Variabein t werden, so daß man die oo^ Erzeu- 
genden von 91 darstellen kann durch 

9>(*) X{t) ^{t) ^^>' 

Hieraus folgt, daß man zur Darstellung von 91 auch die folgende para- 
metrische nehmen kann 

x^l{t)-\-uq>{t\ y-v(f) + U'x(ß), ^-g(0 + w-^(0, (2) 
worin t und ti die Parameter sind. Wir setzen stets voraus, daß qp, x^ ty 
g, iy, £; analytische Funktionen von t seien. Derjenige Punkt der Er- 
zeugenden (t)y der dem Werte m = entspricht, kann als Anfangs- 
punkt bezeichnet werden. Wenn die Funktionen q>j rl^, X identisch 
der Gleichung , , , 

9(0 + z(0 + ^(0 = 1 



kegel könnte man auch betrachten die Bahn eines Pnnktes, der vom Scheitel 
beginnend sich mit gleichförmiger Geschwindigkeit auf einer Erzeugenden be- 
wegt, während diese gleichförmig auf dem Kegel rotiert die sog. konische 
Spirale; der Grundriß würde dann eine archimedische Spirale darstellen, wäh- 
rend die Eegelloxodrome eine log. Spirale, die Kegelschraube eine spezielle Sinus- 
«pirale (Lampesche Sektrix; Loria, Spez. Kurven Bd. I, S. 409) als Grundriß hat. 
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genügen, so bedeuten sie die Richtungskosinusse der Erzeugenden (t), 
und u gibt den Abstand des Punktes (t, u) vom Anfangspunkt an. 





267. Wir betrachten die beiden den Werten t und t + h ent- 


sprechenden Erzeugenden von dl; diese liegen dann und nur dann in 


derselben Ebene, wenn 




m Vit) m 1 






'p(t) x(0 Ht) 


= 




^it+h) t,(t+h) tit+h) 1 


"> 




<pit + h) xit + h) tit + h) 0. 


oder, wenn 




1(0 Vit) m 1 






9(0 z(0 ^-(0 


— 




l(< + Ä)-|(0 Vit + h)- Vit) tit + h)-tit) 






(fit+h) 


-9(0 xit + ^)-xit) Ht + h)- 


Ht) 





Nehmen wir nun an, daß h eine sehr kleine Größe sei, und bedeuten 
öl, . . ., -d-g Ghrößen, die zwischen und 1 liegen, so können wir auch 
schreiben 

9(0 z(0 ^(0 

i'it + d.h) v'it + o,h) tit + e,h) =0. 

(pit + »,h) xit + »,h) il,'{t + »,h) 
Lassen wir nun h gegen Null konvergieren, so folgt 

9(0 xit) Ht) 

m Vit) r(o -0 (3) 

9(0 z'(0 ^'(0 

Nun können sich zwei Fälle darbieten: 1. In diese Gleichung tritt t 
tatsächlich ein; alsdann entspricht jeder Wurzel t von (3) eine Erzeu- 
gende von dl, die dann in einem Punkte (den mAn den Scheitel 
nennt) von der folgenden Erzeugenden geschnitten wird, jede solche 
Erzeugende wollen wir, die Cayleysche Bezeichnung annehmend, eine 
torsale nennen. 2. Die 61. (3) wird identisch befriedigt; dann findet 
dies für alle Erzeugenden von dl statt ^), und diese heißt dann (aus 
Gründen, die wir alsbald angeben werden) eine abwickelbare Regel- 
fläche. 

Setzen wir das letztere voraus, und daß also die Gl. (2) eine ab- 
wickelbare Fläche darstellen: dann läßf sich auf jeder Erzeugenden 
(t) als Punkt (g, iy, g) derjenige wählen, in welchem g von der folgen- 

1) Dies triflFfc auch für Kegel- und Zylinderflächen zu, wie wir wissen. 
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den Erzeugenden g' = {t + dt) geschnitten wird. Nehmen wir an, daß 
du der Wert von u sei, der dem Punkte ggf genommen auf g' entspreche, 
so müssen drei Identitäten von folgendem Typus bestehen 

1(0 - l(^ + dt) + dU'q>(t + dt), ri{t) - ri(t + dt) + du'x{t + dt), 
t(t) -- i{t + dt) + du^tit + dt), 
oder 

i:(t)dt + (p(t)du « 0, ri'(t)dt + %{t)du = 0, i{t)dt + rl}{t)du = 0. 
Damit diese zugleich bestehen, ist nötig: 

Infolge der Gl. (1) werden diese nun zu 

und aus diesen folgt dann folgende Darstellung der abwickelbaren 
Flache 91 

x-^^{t) + u^i\t\ y = i?(OH-t*-i?'(0, z^m + ^'i'iP)' (5) 

Beachten wir nun die Darlegungen in Nr. 194, so sagen uns diese 
Gleichungen: Die Erzeugenden einer abwickelbaren Fläche sind zu- 
gleich die Tangenten einer Baumkurve. Diese Kurve heißt die Rfiek- 
kehrkante der abwickelbaren Flächen, da jeder ihrer ebenen Schnitte 
auf dieser Kurve einen Rückkehrpunkt (Spitze) hat (S. 103). So sind 
wir zu den Gebilden zurückgeführt, denen wir schon im Kap. II des 
vorigen Buches begegneten, indem wir ausgingen von einer Folge 
von oo* Punkten oder <x>^ Ebenen. 

Aus den Gl. (5) ergibt sich nun, daß die Berührungsebene in 
einem beliebigen Punkte von 91 die Gleichung hat 

a;-g(0-M.r(0 y-ri{t)-u^ri'{t) z ^ i{t) - u-^{t) 

r(o ^'(0 r(o -0, 

r (0 + ^ • r(o Vit) + u . v'(o reo + ^ • r (O 

oder einfacher 

^-m y-vit) e-tit) 

m Vit) r(o =0 

r'(0 n"it) t'it) 

und diese zeigt uns: Die Berfihrungsebenen einer abwickelbaren Flä- 
che sind zugleich die Schmiegnngsebenen ihrer Rfickkehrkante. Da 
in die zuletzt geschriebene Gleichung u nicht mehr eintritt, so hat die 
Abwickelbare in allen Punkten einer Erzengenden dieselbe Berfthrangs- 
ebene, eine Eigenschaft, die auch den Kegel- und Zylinderflächen zu- 
kommt (Nr. 252). 
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Kombinieren wir die Gl. (5) mit den Gl. (11") in Nr. 225, so 
folgt: Eine abwickelbare Fläche enthält (ebenso wie die Zylinder- nnd 
Kegelflächen) nur parabolische Punkte. 

268. Eine abwickelbare Regelfläche 91 (als Erzeugnis von oo^ 
Ebenen betrachtet) kann auch als durch die Berührungsebenen zweier 
Flächen erzeugt gedacht werden (also von diesem Standpunkte aus als 
dual zur Schnittkurve zweier Flächen), oder einer Kurve und einer 
Fläche, oder (wie wir schon in Nr. 197 gesehen haben) zweier Kur- 
ven. Die letzteren kann man immer auch als zwei ebene Kurven an- 
nehmen, also als zwei ebene Schnitte der Fläche. Bei dieser Voraus- 
setzung kann die Fläche, wie folgt, erzeugt werden: man betrachte 
eine Tangente c einer der gegebenen Kurven und ihren Schnittpunkt 
mit der Ebene der anderen; aus diesem Punkte ziehe man eine Tan- 
gente d an die andere Kurve: die Ebene cd gehört zur abwickelbaren 
Fläche. 

Die einfachste graphische Darstellung einer abwickelbaren Regel- 
fläche Sl erhält man, wenn man diese auffaßt als durch die Tangenten 
einer Raumkurve F erzeugt. Benutzt man z. B. Orthogonalprojektion, 
so kann man sich F bestimmt denken durch die Projektionen JT' und 
r"'; die Tangenten von F sind dann die Erzeugenden g von öl. Ist 
nun z. B. die Projektion P' eines Punktes P von Sl gegeben, so ziehe 
man von P' an F' die Tangente /, die in 6r' berührt, nun findet man 
(wenn die Zuordnung der Punkte der Kurven F', P" bekannt ist) leicht 
G^" auf r" und' zieht dann an F" die Tangente g-' in 6r"; sie wird 
dann voii der Ordinate von P' in P" getrofien. 

Zur Übung. In Orthogonalprojektion darzustellen die Abwickelbare, die 
als Leitlinien hat, 1. eine in der Grundebene gelegene Ellipse mit den Halb- 
achsen a und 6, von denen die eine parallel zur Grundlinie ist, und 2. einen 
Kreis vom Radius r, dessen Ebene parallel zur Grundebene ist, und dessen Mittel- 
punkt senkrecht über dem Mittelpunkte der Ellipse im Abstände h liegt. 

g 2. Abwickelung einer Begelfläche auf eine Ebene. 

269. Auf der Rückkehrkante 2 der abwickelbaren Regelfläche Si 
denken wir uns benachbarte Punkte mit Pq^ P^^ P2 . > . bezeichnet und 
die Geraden PqP^^t^, P^P^^r^ . , , gezogen, sowie die Ebenen 
PqP^P^, P^P^P^y , , . gelegt; dann entsteht eine polyedrische Fläche, 
die, wenn die Streifen P^Pj, P1P2 . . . unendlich klein werden, in die 
Fläche 61 übergeht, wobei die Geraden /*!, ^2 • • • ^^ ^i® Erzeugenden 
übergehen. Wir denken uns nun diese polyedrische Fläche längs der 
Geraden r^ aufgeschnitten; dann können wir die Ebene r^r^ um r^ 
drehen, bis sie mit der Ebene r^r^ zusammenfällt, dann drehen wir 
diese um r^ bis diese mit r^r^ in eine Ebene fäUt, und so fahren wir 
fort, bis alle Ebenen in eine einzige fallen. Diese Operation führt 
dann, wenn der Polygonzug P^PjP^ ... in die Kurve £ übergeht 15 ur 
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Abwickelung der Regelfläche in eine Ebene; damit erklärt und 
rechtfertigt sich] die Bezeichnung abwickelbar, mit der wir die hier 
betrachteten Flächen belegen. Ähnlich, wie wir es fttr die Kegel- und 
Zylinderflächen gezeigt, ergibt sich, daß bei der Abwickelnng der Regel- 
flächen Längen nnd Winkel erhalten bleiben. Noch eine weitere Eigen- 
schaft können wir hinzufügen. Wir betrachten auf 2J zwei Punkte 
Pq, Pi und die zugehörigen Tangenten t^^ und t^, dann geht (vgL Nr. 183) 

das Verhältnis g-— — °J ^ in das Krümmungsmaß — über, wenn P^ 

sich Pq unendlich nähert; — wird das Verhältnis zwischen dem unend- 
lich kleinen Winkel, den die entsprechende Erzeugende mit der fol- 
genden bildet, und dem unendlich kleinen Bogen bei Pq. Indem nun 
diese beiden Größen bei der genannten Operation sich nicht ändern, 
so behält bei der Abwickelnng einer Regelfläche die Rttckkehrkantc 
in allen Punkten ihre Krfimmnng bei. Ist z. B. £ eine gemeine Zy- 
linderschraubenlinie, so hat diese ja konstante Krümmung, also wird 
auch [2J] eine Kurve von konstanter Krümmung sein, d. i. ein KJreis. 

270. Wir wollen annehmen, daß im allgemeinen zur analytischen 
Darstellung der Kurve Z die Gleichungen gegeben seien 

^-i{s\ y--v{sl ^-5(5), 

worin 5, wie üblich, den Bogen bedeutet; dann haben wir 

1 



Für die Abwickelung [U] bleiben nun s und die Krümmung unver- 
ändert, also liefert die letzte Gleichung auch den Krümmungsradius 
für [2J] in Funktionen des ßogens, [2^] ist also (s. Nr. 183) ihrer 
Größe und Gestalt nach vollständig bestimmt, nur nicht nach ihrer 
Lage. In bezug auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem ßw, Ät? 
könnte man sie (S. 73) in folgender Weise darstellen 

t«=Jcos(j^).rf^, v^Jsm^Jyyds, . . (6) 

Betrachten wir nun einen Punkt P der Abwickelbaren 91 und die 
durch ihn gehende Erzeugende g, sowie den Berührungspunkt S mit 
der Kurve 2J, so stellt, wenn 

x^liis) + t-i\s), y = vis) + t.r}'(s), g~tis) + t.tis) (7) 

die parametrische Darstellung von 3i ist, t die Länge der Strecke SP 
dar. Nach der Abwickelung wird [P] ein Punkt der Geraden [g], die 
[Z] in [8] berührt, und es ist [S][P] = SP -= ^. Sind nun äl und 
^ die Koordinaten von [P], so haben wir, wie die Figur sogleich zeigt,. 



ds' " " ^ ' ds^ 
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oder wegen Gl. (6) 

Diese Formeln geben die Koordinaten von [P], bestimmen also die 
Lage, die der Punkt P nach der Abwickelung einnimmt. Durchläuft 
P eine Kurve F, deren Gleichung i^ q)(s) ist, so beschreibt der ent- 
sprechende [P] eine Kurve, die folgender parametrischer Darstellung 
fähig ist: 

äL ^JcOB (f~) 'dS + C3 (S); COS ( J^) , 

'^-/""(/■T)-<"' + «'«-(/r)- 

271. Es entsteht nun die Frage, ob auch für die Regelflächen 
ein ähnlicher Satz, wie der Catalansche iftir die Zylinderflächen (Nr. 261) 
und Kegelflächen (Nr. 264) besteht. Zur Beantwortung dieser Frage 
nehmen wir die Gl. (7) und (8) und nehmen an, daß t eine bestimmte 
Funktion von s sei. Die Ableitungen nach s bezeichnen wir durch 
Strichel und setzen zur Abkürzung 



^jV' oder (p'^y 



Mit dö wollen wir femer den Wert des Bogendifferentials der durch 
(7) dargestellten Kurve F (natürlich vor und nach der angenommenen 
Abwickelung) bezeichnen. Differenzieren wir die Gl. (8), so folgt 

ai' = (1 + cos 9? — I sin (f, V ==(1 + sin 9? + ^ cos 9, 
folglich 

Differenzieren wir von neuem, so erhalten wir 

äL" = (r-^)cos<p-[L±i:+(i)']sbg,, 

^' = {r- ^) sing, + [i±i' + (lyjcosg,; 
und daher ist 

ai' V 
äi," V 



1 + t' 



r-- 

(1 + 0' 



1+t' 



O' 



cos (p ~ sm g? 
sin (p cos (f 



+a+o(iy-f+i:- 
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Die Krümmung der Kurve [JT] wird also gegeben durch 

1 a±e? + (i+r)(|)'-!f+i; 



Setzen wir nun zur Abkürzung 



©• 



(9) 



(1 + 0' + (1 + 1') "^^^ - tt" + ^, 



d.h. 1 + 3^4.2«'«- 

60 können wir kurz schreiben 

1 



r I ^a ? 



M 



idi) 



Für die ursprüngliche Kurve F erhält man die Krümmung, durch Be- 
nutzung von Gl. (9') in Nr. 196 und der 61. (7). Setzt man der 
Kürze wegen [(10) 



V rr+(i+2or+<r", ri?'+(i+20i?"+^i?"', <"§'+(i +2or+<r" 



so findet man 



1^ 
B 



N 



©■ 



die mit der vorigen verglichen zeigt, daß 



B_ 

[B] 



' rN' 



(11) 



Nun haben die Schmiegongsebenen in zwei entsprechenden Punkten 
der Rfickkehrkante und der Kurve F die Gleichungen 

x — ^ y — ri e — % 

r n r 
I" ," g" 



I 



= 0, 



0. 



(1 + or + <r', (1 + ov + ^'j", (1 + or + ^r, 
rr+(n-2or+<r", rv+(i+2o v'+<v", rr+(i +2or'+<r 

Ist daher 6 der Winkel, den sie miteinander bilden, so folgt (vgl. 11) 

i+r «"+t(rr+»)'i"'+rn 

^ M- 2t' 



cosd 



■+t(rr"+»j"Ti"'+rr) 
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Da aber identiscli 
und 



so folgt 






und 



r r + n'n" + r r - 0, it + i?'v" + tr = - ^ 



Daher kann man einfacher schreiben: 

t 



cos ö -= 



1 + «' 



* 



r— - 



1 + 2«' tr 



1 + t' 



r- 



i+«.-ir' 



r 



JV^r 



Entwickelt man den Nenner, so wird er zu 

1 + 3 ^' + 2 f « - *Ji(i±£) _ ^ r + ^ , 

oder wegen des zweiten Ausdruckes für M 

cos = ^ 
und diese Beziehung verglichen mit (11) zeigt, daß 

oder 



COSÖ-f^, 



t^l"^;?»" 



(12) 



Demnach besteht für alle hier behandelten Flächen der 

Satz von Catalan: Wickelt man eine abwickelbare Regelfläche 
in eine Ebene ab, so ist das Verhältnis des Erttmmungsradins einer 
Enrve anf der Fläche zu dem Erfimmnngsradius in dem entsprechen- 
den Punkte der abgewickelten Kurve gleich dem Kosinus des Winkels, 
den die Schmiegungsebene an die Kurve und die Bertthrungsebene 
an die Fläche in jenem Punkte mit einander bilden.^) 

Die Punkte, in denen jene beiden Ebenen zueinander senkrecht 
stehen, werden in der abgewickelten Kurve zu Wendepunkten-, geschieht 
das überall, so wird die gegebene Kurve nach der Abwickelung eine 
Gerade und heißt dann geodätische Linie. 

272, Es soU nun an einem Beispiele gezeigt werden, wie die in 
Nr. 270 dargelegten Begriffe die Abwickelung einer solchen FK.che 
graphisch und zwar in Orthogonalprojektion ermöglichen. 



1) E. Catalan, Iheor^mes mr Us surfaces devehppdbles (Comptes rendus 
etc. T. XVIII, Paris 1843, p. 738). 

LorU-Sohütte: Darstellende Oeometrie. U. Bd. 15 
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Aufgabe. Gegeben eine Kreiszylinder-Schranbenlinie 2J als Biick- 
kehrkante einer abwickelbaren Regelfläche cT nnd eine Ebene r, die 
qT in der Kurve r schneidet; es soll die Abwickelung [F] von r in 
eine Ebene konstruiert werden. 

AnfUsung. Die Schraubenlinie U sei in Ghnndriß durch den Basis- 
kreis 2]^ des zugehörigen Zylinders, im Aufriß durch die Sinuslinie 27" 
gegeben; die Ebene r durch ihre Spuren t^ und t^. Für alle Punkte 
P von 2] können wir (nach einem schon angeführten Verfahren) die 
beiden Projektionen ^ und g" der entsprechenden Erzeugenden kon- 
struieren. Wir ermitteln dann deren Schnitte Pq mit r; führen wir 
dies für alle Punkte P durch, so erhalten wir die Projektionen F" und 
F" der Schnittkurve. Wickeln wir nun oT in die Zeichenebene ab, so 
verwandelt sich 2J in einen Kreis [27] (vgl. S. 222) mit dem beliebig 

R' -I- H* 
zu wählenden Zentrum C und (s. S. 135) dem Radius r = — ^ — , wo 

H = — die reduzierte Steighöhe der 

Schraubenlinie ist. 

Um r geometrisch zu konstruieren, 
zeichnen wir zuerst ein rechtwinkliges 
Dreieck EFS (Fig. 118) mit den Ka- 
theten R und H; dann errichten wir im 
Endpunkte F der Hypotenuse die Senk- 
^** ^"- rechte FT== R, verbinden T mit 8 und 

errichten in S auf TS die Senkrechte, die TF in U schneidet. Dann ist 

SF'^FT'FU oder R'+H'^R FU, 
weshalb Fü=^r. Nun nehmen wir auf der Peripherie von [27] be- 
liebig den Punkt [0], der dem Anfangspunkte der Schraubenlinie 
entsprechen soll; ist nun [P] der dem Punkte P entsprechende Punkt, 
so müssen die Bogen [0][P] und O'F' einander ähnlich sein, woraus 
sich [P] leicht ergibt. Die Tangente [g] an [27] in [P] ist dann die 
Abwickelung der Erzeugenden g\ tragen wir alsdann auf [g] in einem 
bestimmten Richtungssinne die Strecke [P][Po] =» PP^ ab, so haben 
wir den Punkt [PJ; der Ort dieser Punkte ist dann die gesuchte 
Kurve [F]. 

2. Teil. Windschiefe Regelflächen. 

§ 1. Allgemeine Eigensohaften. 

273. Wir wollen jetzt annehmen, daß für die durch 61. (2) in 

Nr. 266 parametrisch dargestellte Regelfläche die Gleichung (3) nicht 

identisch erfüllt sei; dann ist die Fläche nicht abwickelbar und sie heißt 

dann eine windschiefe Regelfläche. 

Satz. Eine Regelfläche entsteht durch Bewegung einer reellen 
Geraden, der Erzeugenden, im Räume, derart, daß sie stets drei be- 
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liebige, ebene oder räumliche Linien r^, r^, r^ trifll, welche die 
Leitlinien (Direktrix) der Fläche heißen. 

Beweis. Nehmen wir z. B. auf F^ den Punkt Pj beliebig und 
projizieren von ihm aus die beiden anderen Leitlinien, so erhalten wir 
zwei Kegel mit gemeinsamer Spitze; die ihnen gemeinsamen Erzeugen- 
den, gehören^ da sie ja alle drei Linsen treffen^ der besagten Fläche an; 
variieren wir Pj auf F^, so erhalten wir die ganze Fläche. Uih sich 
zu überzeugen, daß diese im allgemeinen nicht abwickelbar ist, be- 
trachten wir eine Erzeugende g^ die die Leitlinien in P^, P^, P3 trifft; 
ist nun g' die nächstfolgende Erzeugende, und wäre die Fläche ab- 
wickelbar, so würden g und g' eine Ebene bestimmen, und diese würde 
dann auch die Tangenten an die Kurven Fj, Fg, F3 in den Punkten 
Pi, Pj, Pj enthalten müssen; nun liegen im allgemeinen diese drei 
Tangenten nicht in einer Ebene, also ist die Fläche nicht abwickelbar.^) 

Umgekehrt läßt sich jede Regelfläche in der angegebenen Weise 
auf unendlich viele Arten erzeugen; z. B. kann man als Leitlinien drei 
beliebige ihrer ebenen Schnitte annehmen, insbesondere die, welche 
auf den drei Grundebenen liegen; auch kann man einen dieser Schnitte 
als im Unendlichen gelegen annehmen und die beiden anderen z. B. 
als Fundamentalebenen eines Mongeschen Systems wählen. 

Die Beweismethode des vorigen Satzes kann auch angewandt wer- 
den, um zu zeigen, daß auch alle Geraden, die durch zwei Ranmkur- 
ven gehen und eine Fläche berühren, oder durch eine Kurve gehen 
und zwei Flächen berühren, eine Regelfläche bilden.^ 

Der vorige Satz bietet viele besondere Fälle, von denen einige 
erwähnt zu werden verdienen: 

a) Eine der Leitlinien kann im Unendlichen liegen: dann 
wird die Regelfläche von einer Geraden erzeugt, die stets zwei festen 
Kurven begegnet und zu den Erzeugenden eines Kegels parallel bleibt. 

b) Zwei der Leitlinien fallen zusammen: die Regelfläche ist 
der Ort der Sehnen einer Raumkurve, die eine andere (ebene oder 
schiefe) Kurve treffen. 

c) Die drei Leitlinien fallen zusammen: die Regelfläche be- 
steht aus den Geraden, die alle die gegebene (Raum-) Kurve dreimal 
schneiden. 

d) Zwei der Leitlinien sind unendlich nahe: die Regelfläche 
besteht dann aus den Geraden, die zwei Leitlinien F und ^ treffen 
und in den Berührungsebenen der ersteren liegen. Um dieselbe zu 

1) Wendet man auf die obigen Betrachtungen das Dualitätsgesetz an, so sieht 
man: Eine Regelfläehe besteht aus den Geraden, von denen jede in den drei 
Oskulationsebenen dreier Ranmkarven liegt. 

2) Wendet man auf diese Sätze nochmals das Gesetz der Dualität an, so 
erhält man zwei neue Erzeugungsmethoden aller Begelflächen, die der Leser ohne 
Mühe aussprechen kann. 

16* 
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konstraiereii; kann man wie folgt yerfahren: Sei C ein Punkt von F 
und c die entsprechende Tangente; aus c kann man eine Ghiippe von 
Tangentenebenen an den Kegel ziehen der d von C projiziert; ihre Be- 
rührungserzeugenden g gehören der Begelfläche an, die erzeugt wird, 
wenn C die Kurye F durchläuft. 

^74. Wenden wir auf die durch GL (1) in Nr. 266 dargestellte 
windschiefe Begelfläche die allgemeine Gleichung der Tangentialebene 
einer Fläche, deren parametrische Darstellung man kennt, an (Nr. 224), 
80 finden wir 



x-liii) + u-<pm y-[n{t) + »-xm » 



r(<)+M.<p'(o 

oder einfacher 



X(i) 

y-vit) 
xit) 



^(0 



t'(t)+u-il,'{t) 



= 0. 



= 0, 



(1) 



Da man nun fftr die Erzeugenden (t) der Fläche, die dem Werte i 
des ersten Parameters entsprechen, die Gleichungen 









z-m 



hat, und da aus diesen Gleichungen die Gleichung (1) folgt, wie man 
auch u wählt, so sieht man bestätigt^): Die Tangentialebene in 
einem beliebigen Punkte einer Regelfläche geht durch die zugehörige 
Erzeugende. Diese ist also eine der durch diesen Punkt gehenden 
Haupttangenten (Nr. 225) und daher enthält eine windschiefe Begel- 
fläche nur hyperbolische Punkte. Man kann die obigen Gleichungen 
auch so deuten: Durchläuft ein Punkt eine Erzeugende der Begel- 
fläche, so dreht sich i. a. die zugehörige Tangentialebene um diese 
Erzeugende, 

Es kann aber der Fall eintreten, daß die Variabele u in der Glei- 
chung der Berührungsebene nur scheinbar vorkommt; damit dies ge- 
schehe, müssen die folgenden Identitäten statt haben: 



n'it) m 


=(»• 


x'(t) i>\t) 




'rcorw 


^'(Ov'CO 


x(t) m 


x(t) t(t) 


im Vit) 


Ht) 9>it)' 




m v(t) 


= c- 


9(0 xit) 








Vit) xit) 


fit) xit) 


y 



1) Wir sagen bestätigt, da der folgenden Satz aus der Definition der Be- 
rührungsebene sogleich folgt. 
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Tfo Q einen Proportionalitätsfaktor bedeutet. Multiplizieren wir diese 
Beziehungen mit (fXt), x{t) ^'{t), und addieren sie, so folgt daraus 

irw n\t) r(o -0, 

und daher (vgl. Nr. 267) ist die Erzengende eine torsale, oder die 
betrachtete Fläche ist abwickelbar. Indem wir beide Fälle ausschließen, 
wollen wir die 61. (1) in folgender Form schreiben: 



a;-l(0 y-n(f) e-m 

m Vit) m 

Vit) zit) ^(0 



^-m y-nit) ^-g(Oi 
+ «• <p'(0 x'(0 i>'it) 1 = 0. (1') 
9(0 x(t) >(0 ! 

Nun erteilen wir dem u vier beliebige Werte u^j Wg, Wg, w^ und es 
seien P^, P^, Pg, P^ die entsprechenden Lagen des Punktes {t, w), 
%^,,,%^ die zugehörigen Tangentialebenen. Man sieht nun leicht, daß 
sowohl das Doppelverhältnis dieser vier Punkte, als das der vier Ebe- 
nen dargestellt wird durch 



wj — «8 <*t — ^4 
und daher besteht der folgende 

Satz von Chasles: Das Doppelverhältnis von vier beliebigen Punk- 
ten auf einer (nicht torsalen) Erzeugenden einer windschiefen Regel- 
fläche ist gleich dem der vier entsprechenden Tangentialebenen. 

Wir wollen sogleich einige Folgerungen aus diesem wichtigen 
Satze anführen. 

a) Es sei eine Regelfläche öl als Ort der oo^ Geraden definiert, 
die drei Linien F^, Fj, P3 treffen, P sei ein Punkt von öl, g die durch 
ihn laufende Erzeugende und P^, Pg, P3 die Punkte, in denen g die 
Leitlinien trifft. Sind nun t^, t^, t^ die Tangenten an diese Linien in 
jenen Punkten, so werden die Ebenen 

die Tangentialebenen an dl in jenen Punkten sein. Ist dagegen n die 
Ebene, die 91 in P berührt, so haben wir zufolge des Chaslesschen 

Sate«« (««,«,«,) = (PPiP,P,). 

Dies letztere Doppelverhältnis ist nun bekannt, in dem ersteren kennt 
man ä^, 7t^, n^, also kann man 71 durch ein aus der projektiven Geo- 
metrie bekanntes Verfahren erhalten. Van ist also imstande, die Tan- 
gentialebenen an eine beliebige dnrch drei Leitlinien bestimmte Begel- 
fläche zn legen. 

b) Es seien Sl^ und ölg Regelflächen, die eine Erzeugende g ge- 
meinsam haben. Jede durch g gelegte Ebene % berührt dl^ in einem 
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Punkte Pj und öl, in einem Punkte P, von g. Rotiert nun n um g^ 
so beschreiben P^ und P, zwei Punktreihen, die projektiv zu dem 
durch n erzeugten Büschel sind, und also auch zueinander. L und JH 
seien deren Doppelpunkte, X und ft die entsprechenden Tangentialebenen ; 
X berührt in Z, ft in M, sowohl Äj, als auch 91,, also berühren Bich 
auch dl] und dl, in Z und M, Demnach: Haben zwei Regelflächen 
eine Erzengende gemeinsam, so berBhren sie sich in zwei (reellen 
oder konjugiert imaginären) Punkten derselben. 

c) Wir betrachten wiederum zwei Flächen öl^ und 91,, die eine 
Erzeugende g gemeinsam haben, und wollen annehmen, daß sie in drei 
Punkte Ä^ B, C auch gemeinsame Tangentialebenen cc, ß, y haben; da- 
gegen seien :t^ und ;r, die Tangentialebenen an 91^ und 91, in einem 
anderen beliebigen Punkte von g. Wenden wir nun zweimal den Satz 
von Chasles an, so ist 

{ÄBCP) - (aßy^^), (ÄBCP) - (ccßyn^), 
also 

woraus folgt, daß ^r^ und ^^ zusammenfällt. Demnach: Haben zwei 
Begelflächen in drei Punkten einer Erzeugenden gemeinsame Tan- 
gentialebenen, so haben sie auch in allen übrigen von g dieselben 
Tangentialebenen. Solche zwei Flächen heißen „längs jener Erzeugen- 
den verbunden". 

d) In Folge des Chaslesschen Satzes können die Normalen einer 
Regelfläche längs einer Erzeugenden g angesehen werden als erzeugt 
durch die Verbindung der einzelnen Punkte von g mit den entspre- 
chenden einer projektiven Pimktreihe, die als Sitz die unendlich ferne, 
allen zu g senkrechten Ebenen gemeinsame Gerade hat; man kann also 
sagen: Die Normalen einer Begelfläehe in den Punkten einer Erzeu- 
genden bilden ein hyperbolisches Paraboloid. 

Zur Übungr« Zu zeigen, daß die für die dnich Gl. (2) Nr. 266 dargestellte 
Fläche dieses Paraboloid die Gleichung hat 

e) Es sei wieder g eine Erzeugende von di, und r eine andere be- 
liebige Gerade; wir schneiden dl mit den Ebenen eines Büschels dessen 
Achse r ist; jedem Punkte G von g entspricht dann sowohl die zu- 
gehörige Tangentialebene ^ an dl als auch die Ebene Gr = d. Die Ge- 
rade yd = Jc ist dann offenbar die Tangente an die Kurve, in der 31 
von d geschnitten wird. Lassen wir nun 6f die Gerade g durchlaufen, 
80 beschreiben die Ebenen y und d zwei projektive Büschel, und da- 
her beschreibt Je eine Regelschar. Im speziellen, wenn wir r ins Un- 
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endliche verlegen, so ergibt sich: Schneidet man eine Regelfläche 
durch eine Folge von parallelen Ebenen, so bilden die Tangenten 
an die Schnittknrven in den Punkten einer nnd derselben Erzeugen- 
den ein hyperbolisches Paraboloid. 

276. Wenden wir auf die durch GL (1) in Nr. 266 dargesteUte 
Regelfiäche die Formel (11) aus Nr. 225 an, so erhalten wir als Glei- 
chung der parabolischen Kurve: 

<p\t) x(t) ^\f) 

i\t) n\t) rw -=0. 
9(0 %{t) m 

Hieraus schließen wir (vgl. Nr. 267): Die parabolische Kurve einer 
windschiefen Regelfläche besteht aus ihren torsalen Erzengenden (wäh- 
rend bei einer Kegel-, Zylinder- oder abwickelbaren Fläche alle Punkte 
parabolisch sind). 

Wenn man durch einen beliebigen Punkt des Raumes die Par- 
allelen zu sämtlichen Erzeugenden einer Regelfläche zieht, so erhält 
man, wie schon (in Nr. 266) gesagt, den Leitkegel der Fläche; vari- 
ieren wir jenen Punkt, so wechselt auch der Kegel, aber er erleidet 
offenbar nur eine Parallelverschiebung zu sich selbst. Nehmen wir als 
Scheitel jenes Kegels den Koordinatenanfang, so erhalten wir seine 
Gleichung offenbar durch Elimination von t aus den drei Gleichungen 

9(0 %if) tW' 
und demnach läßt sich der Kegel parametrisch darstellen durch 

Die allgemeine Gleichung der Tangentialebene an diesen Kegel ist dem- 
""^^ X y g 

9(0 %(i) ^(0 =0 (2) 

f'it) x'it) t'it) 

Hieraus läßt sich eine bemerkenswerte Folgerung ziehen. Betrachten 
wir nämlich auf der Erzeugenden (t) der Regelfläche den unendlich 
fernen Punkt, für den ja ti =» oo ist, so hat die entsprechende Tangen- 
tialebene (eine asymptotische Ebene für die Fläche) die Gleichung, 
die man aus (1) erhält, wenn man in ihr u nach oo übergehen läßt; 
diese ist also j..,. ... ,,.. 

^-^0 y-v(f) ^-S(0 
<p(0 ;c(0 *(0 ==0 (3) 

Vergleichen wir nun (2) und (3) miteinander, so sehen wir, daß sie 
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zwei zaeinander parallele Ebenen darstellen; also schließen wir: Die 
asymptotische Ebene einer Begelfläche f&r eine beliebige Erzengende 
g ist parallel znr Bertthmngsebene des Leitkegels längs der zn g 
parallelen Kegelseite. 

276.^) Auf der durch den Parameter t bestimmten Erzeugenden 
g der Regelfläche 91 betrachten wir zwei den Parametern u^ und % 
entsprechende Punkte Pi und P^; die Gleichung der Berührungsebenen 
erhalten wir aus (1), wenn wir darin u^u^ oder u^ setzen. Sollen 
nun 7C^ und ^r^ zueinander senkrecht stehen^ so muß sein 



9 % '^ i 



^0. (4) 



^> % t 

Da diese Beziehung vom ersten Grade in u^, u^ und sjTnmetrisch in 
diesem ist^ so stellt sie eine Involution dar. Also: Die Pnnktepaare 
anf den Erzengenden einer Regelfläche, in denen die Tangentialebenen 
aufeinander senkrecht stehen, bilden eine quadratische Involution. 

Der Zentralpunkt der Involution heißt (nach einem Vorschlage von 
Chasles) der Mittelpunkt der Erzeugenden; den Wert u^ des ihm 
zukommenden Parameters erhält man aus Gl. (4)^ wenn man darin 



tii = w, 



'Of 



^2- 



oo 



-0. (6) 



setzt; er ist demnach die Wurzel folgender Gleichung 
aV + VX + £>') +■ Wo(<iP' +X'+ t')y (P9 + XX + ^^' 
(!> + VX + tt) + %{99>'+XX+tt'), 9>'+x'+ ^' 
Bei Variation von t stellt (5) den Ort der Mittelpunkte auf der Regel- 
fläche dar, und dieser heißt die Kehllinie oder Striktionslinie der 
Fläche; es ließe sich zeigen, daß sie der Ort derlP^nßpnnkte der kür- 
zesten Entfernungen benachbarter Erzeugenden ist, womit wir eine 
zweite Definition der Kehllinie haben würden. 

Wenn wir als Anfangspunkt (vgl. Nr. 266) auf einer Erzeugen- 
den den Mittelpunkt wählen, so wird die Gl. (5) durch Wq = befrie- 
digt, und dies verlangt, daß die Identität bestehe 

^'¥ + VX + 5'*' 9^¥ + XX + ^^' 

Nehmen wir zudem an, daß (s. Nr. 266 Schluß) die Identität bestehe 

9>'+x'+^-h 
so ist ' f ' , / 1/ A ^ 

und daher wird (6) zu 

1) Diese etwas knapp gehaltene Nr. kann wohl beim ersten Studium über- 
gangen weiden. 



= 0. 



(6) 
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.Nun entnimmt man aus Gl. (1), wenn o und % die Berührungsebenen 
an die Flache im Anfangspunkt der Erzeugenden {() und im Punkte 
P = {tu) sind, daß dann zufolge der gemachten Annahmen 

I n'^-it r9-l> rz-rjV p 

oder, da u die Länge der Strecke OV mißt, 

tg((D;r) = A-ÖP, 

wo A eine Größe bedeutet, die nur von t abhängig ist. Diese be- 
merkenswerte Beziehung wird gewöhnlich M. Chasles zugeschrieben, 
obwohl sie zuerst von W. ß. Hamilton entdeckt worden ist.^) 

8 2. Algebraische Begelflächen. 

277. Wenn die Gleichung, die durch Elimination von t und u 
aus den drei Gleichungen (2) in Nr. 266 entsteht, algebraisch ist, so 
heißt auch die zugehörige Regelfläche algebraisch. Es sei nun n ihre 
Ordnung, v ihre Klasse; es besteht dann, wie wir zeigen werden, eine 
höchst einfache Beziehung zwischen diesen Größen. Eine beliebige Ge- 
rade r des Kaumes treffe die Fläche in den Puntten 6f , , G^ , , . G : 
durch jeden geht eine Erzeugende der Fläche, diese seien gi, g^-'-ffn' 
Die Ebenen rg^^ rg^ . . . rg„ sind dann, da sie je eine Erzeugende ent- 
halten, Berührungsebenen der Fläche; also ist v^n. Sind ebenso y^, 
^2 ' • ' y^i ^® durch r an die Fläche gelegten Berührungsebenen, so 
enthält jede eine Erzeugende g^ der Fläche; jeder der Punkte ry^, 
ry^ . . . ry^ wird ihr angehören, daher ist v ^ w. Die beiden aufge- 
stellten Beziehungen verlangen, daß w = v, folglich: Bei jeder alge- 
braischen Regelfläche ist die Ordnung gleich der Klasse. Diese Zahl 
wollen wir den Grad der Regelfläche nennen. 

Satz: Die Geraden, die zugleich drei Raumkurven Pi, -Ta? ^s von 
den Ordnungen n^, n^j n^ treffen, die nicht zu je zweien Punkte 
gemeinsam haben, bilden eine Regelfläche vom Orade n = 2n^n2n^. 

Beweis. Offenbar ist n eine Funktion (p der drei Ordnungen, und 
es kommt nur darauf an, die Form von 9>(Wi,W2,W3) festzustellen. Nun 
ist n die Zahl der Schnittpunkte einer beliebigen Geraden r mit der 
Fläche, und da durch jeden von ihnen eine Erzeugende geht, so ist n 
zugleich die Zahl der Geraden, die r, F^, JTj, Fg zugleich treffen. Nun 
ist aber die Regelfläche gebildet aus den Geraden, die r, Jr2; A treffen 
vom Grade 9?(1, w,, n^). Diese wird nun von F^ in n^- q)(l, n^y n^) 

1) C. Segre, Monge e le congruenze generali di rette (Bibliotheca mathe- 
matica, lU. Reihe, VIII. Bd. 1908, S. 321—24). 
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Punkten getroffen; durch jeden dieser geht eine der fraglichen Erzeu- 
genden, folglich ist 

n-ni.9(l, n„ w,) 

oder (p(n,, w,, n,) = n^ • ^(l, n„ n,) (*) 

Ebenso läßt sich zeigen, daß 

g>(ni, w„ ng) - n, • (p(n^, 1, n^) - Wg • 9?(ni, n^, 1). 

Setzen wir in dem ersten Falle n^-^1, im zweiten Wi=»n2= 1, so 

9(1; w„ Wg) « Wjj . 9?(1, 1, Wg) (**) 

und 9(1, 1, ng) = ng.9(l, 1, 1) (***) 

Multiplizieren wir die drei bezeichneten Relationen miteinander, so 
bekommen wir 

9?(wi, ng, Wg) = nj . nj . ng . g>(l, 1, 1). 

Nun ist aber bekanntlich 

9,(1, 1,1) = 2 

und daher 9^(Wi, n^, ng) = 2wi n^n,, w. z. b. w. 

Wenn zwei der gegebenen Kurven, z. B. F^ und Fg einen Punkt 
P gemeinsam haben, so genügen aUe Geraden, die F^ von P aus proji- 
zieren der Bedingung, demnach scheidet sich von der Begelfläche ein 
Kegel von der Ordnung n^ ab. Hieraus schließt man leicht: Alle Ge- 
raden, die drei Kurven von der Ordnung n^^n^, n^, die zu je zweien 
^19 ^9 9 ^8 Punkte gemeinsam haben, in gelrennten Punkten treffen, 
bilden im allgemeinen eine Begelfläche vom Grade 
2n^n^n^ — {k^n^ + k^n^ + k^n^). 

% 3. Aufgaben der darstellenden Geometrie über Begelflächen. 

278. Eine Begelfläche wird graphisch dargestellt, indem mau 
ihre einzelnen Erzeugenden darstellt; ist sie durch ihre drei Leitlinien 
Fl, Fj, Fg bestimmt, so erhält man jene Erzeugenden im allgemeinen, 
indem man F^ und Fg von Punkten der F^ aus projiziert, also indem 
man die je zwei Kegeln gemeinsamen Erzeugenden aufsucht; diese 
Konstruktion ist i. a. nicht einfach, in besonderen Fällen aber läßt sie 
sich jedoch vereinfachen, wie wir Nr. 279 ff. sehen werden. 

Wendet man Orthogonalprojektion an, so hat die Fläche zwei 
scheinbare Umrisse, deren Projektion im Grundriß die Enveloppe der 
ersten Projektionen g' der Erzeugenden und im Aufriß die der zweiten^" 
ist; der Ort der Schnittpunkte entsprechender g' und /' ist die Kurve, in 
der die beiden Projektionen des Schnittes der Fläche mit der zweiten 
Halbierungsebene zusammenfallen; schließlich der Schnitt der Fläche 
mit der Grund- und Aufrißebene, ist der geometrische Ort der betref- 
fenden Spurpunkte der Erzeugenden in diesen Ebenen. 
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Wendet man Zentralprojektion an, so hat man: L den Ort der 
Spurpunkte der Erzeugenden in der Bildebene, 2. den Ort der ent- 
sprechenden Fluchtpunkte; die Enveloppe der Verbindungslinien zu- 
sammengehöriger Punkte beider Kurven liefert den scheinbaren Umriß 
der Fläche, gesehen vom Projektionszentrum aus. 

Im Folgenden soll nun die Methode der Orthogonalprojektion zur 
Lösung einiger Aufgaben über Regelflächen zur Anwendung kommen; 
aber es wird dem Leser nicht entgehen, daß auch die Zentralprojek- 
tion, in besonderen Fällen auch andere Methoden auf die dargelegten 
Auflösungen wohl anwendbar sind. 

L Den Schnitt einer Regelfläche mit einer Ebene zu bestimmen. 

AnflSsnng. Ist die Ebene t^[t^,t^] senkrecht zur Grund- (oder 
Auf-) rißebene, und betrachten wir eine Erzeugende g = (ff\ g^y^, so ist 
der Punkt X' ^g't^ die Projektion eines Punktes der gesuchten Kurve; 
die zugehörige Ordinate schneidet ^" in X", dessen Ort die zweite Pro- 
jektion jener Kurve ist. Wenn jedoch t keine projizierende Ebene ist, 
so kann man sie durch Verlegung der Bezugselemente dahin bringen, 
indem man als Aufrißebene eine zu t^ senkrechte Ebene wählt. — Ohne 
diesen Kunstgriff kann man auch so verfahren: Es sei h diejenige Ge- 
rade von r, die sich im Grundriß als g' projiziert; h' fällt also mit g' 
zusammen, während Ä" sich finden läßt 5 alsdann gehört der Punkt 
X" = /'Ä" dem Aufriß der gesuchten Kurve an; die zugehörige Or- 
dinate trifft g" in X\ 

Zur Übnn^« Man versuche, diesen Grundgedanken auf die Bestimmung des 
ebenen Schnittes eines Kegels oder Zylinders anzuwenden (vgl. Nr. 267). 

Anmerkung. Die duale Aufgabe, d. i. von einem Punkte J? aus 
den Tangentialkegel an eine Regelfläche zu legen, wird gelöst^ indem 
man die 00^ Ebenen konstruiert, die durch P und die Erzeugenden 
der Fläche gehen. 

II. Die Schnittpunkte einer Geraden mit einer Regelfläche zu 
konstruieren. 

Auflösung. Wir suchen (m. s. o.) die Kurve F auf, in der die 
Fläche von der die Gerade r = (/, r") — z. B. auf die Grundebene — 
projizierenden Ebene geschnitten wird. Dann trifft /' die F" in den 
Aufrissen der gesuchten Punkte, die zugehörigen Ordinaten liefern in 
den Schnitten mit r den Grundriß. 

IIL Die Schnittkurve zweier Regelflächen di undöli zu bestimmen. 

AnflSsnng. Die Schnittkurve ist der Ort der Punkte, in denen 
die Erzeugenden g der ersten Fläche di die Erzeugenden h der zwei- 
ten Fläche Sil treffen. Ist im speziellen Si eine Kegelfläche mit der 
Spitze V (oder ein Zylinder), so projiziere man von V aus eine Er- 
zeugende h von Äi und bezeichne mit gi^g^ - • - die in der Ebene Vh 
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liegenden Erzeugenden von 91, die Punkte hg^^ hg^ . . . gehören der ge- 
suchten Kurve an. 

Durch jeden Punkt der Schnittlinie von Sl und öl^ geht eine Er- 
zeugende g und eine Ä; die Ebene gh ist eine gemeinsame Berührungs- 
ebene für dl und dl^; somit ist zugleich die Aufgabe gelöst, die zwei 
Regelflächen umschriebene Abwickelbare zu finden. 

g 4. Untersuchung und Darstellnng einiger spezieller Begelflächeiu 

I. Axoiden und Pseudoaxoiden. 

279. Eine Regelfläche, die eine in endlicher Entfernung befind- 
liche geradlinige Leitlinie d hat, heißt Axoide; eine solche kann ana- 
lytisch durch drei Gleichungen von folgendem Typus dargestellt werden. 



X ■• 



w • 9(ß)f y-U' xit), z = i{t) + u . ilj(t), 



wenn man als ;8f- Achse die Gerade d nimmt, oder durch eine Gleichung- 
von folgendem Typus: 

Um eine solche Fläche in Orthogonalprojektion bequem darzu- 
stellen, nehmen wir zweckmäßig als Grundebene eine zu d senkrechte 

Ebene und geben außerdem die bei- 
den Projektionen der als weitere 
Leitlinien dienenden Kurven F und 
^ (s. Fig. 119). Alsdann projizieren 
sich alle Erzeugenden g der Fläche 
in die Geraden g' des Büschels mit 
dem Zentrum öf'. 

Ist ein Punkt P der Fläche 
nun durch seine erste Projektion, 
etwa P', gegeben, so findet man die 
zweite P", auf folgende Weise: Man 
verbindet P' mit d'; die Verbin- 
dungslinie g' trifft F' in 0% A' in D'. G" und D" seien die entsprechen- 
den Punkte auf P" und z^"; wo nun die Gerade C"D"=g'' die Ordi- 
nate von P' trifft, liegt P". 

Alle Geraden ^' umhüllen nun den zweiten scheinbaren Umriß 
der Axoide, auch dieser kann u. a. dazu dienen, zu der zweiten Pro- 
jektion eines Punktes der Fläche die erste zu finden. Zieht man 
nämlich von P" an den Umriß die Tangenten gr", die P" und J" in 
0" und ^" treffen, bestimmt daraus C und D', so schneidet die Ver- 
bindungslinie CD' = g' die Ordinate von P" in P'. 

Es ist leicht den Grundriß der Schnittknrve 2: einer beliebigen 
horizontalen Ebene mit der Axoide zu konstruieren. Ist nämlich t^ 




Fig. 119. 
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-die Spurlinie der Ebene, und schneidet eine beliebige Erzeugende diese 
in X, so ist ^'^t^g'\ während X' der Schnitt der entsprechenden 
Ordinate mit ^ ist. Der Ort der Punkte X' ist die gesuchte Schnitt- 
kurve 2^. 

Hieraus ergibt sich auch ein Verfahren, die Tangentialebene in 
Einern Punkte JP der Axoide zu bestimmen. Diese enthält nämlich zu- 
nächst die entsprechende Erzeugende; man suche demnach die Schnitt- 
kurve 2 der Fläche mit der durch P gehenden horizontalen Ebene 
{deren zweite Spurlinie t^, die durch P" zur Achse gezogene Parallele 
ist). Dann projiziert sich die in P an 27 gezogene Tangente t im Auf- 
riß als t^y im Grundriß als die von P' an 2' gezogene Tangente t'\ 
t und g bestimmen die gesuchte Tangentialebene. 

Man beachte noch, daß die Betrachtung der Kurve II zu einem 
•zweiten Verfahren führt, die erste Projektion eines Punktes P der 
Fläche, dessen zweite Projektion man kennt, zu bestimmen. Man suche 
nämlich die Kurve 2J' für die Ebene, die als zweite Spur die durch 
F" zur Grundlinie gezogene Parallele hat; sie wird von der Ordinate 
von P" in dem gesuchten Punkte P' geschnitten. 

Zur Übnng^. I« Die Tangentenebenen einer Axoide dnrch Anwendung des 
'Chaslesschen Satzes (Nr. 274) zu bestimmen. — II« Welche Modifikationen treten 
in diesen Konstruktionen auf, wenn die Leitlinie ^ unendlich fem (auf einem 
:gegebenen Kegel) sich befindet? 

Eine den Axoiden analoge Fläche kann man erhalten^ wenn man 
als gerade Direktrix eine unendlich ferne Gerade nimmt; sie heißt eine 
Pseudoaxoide, läßt man jene in der xy-Ebene gelegen sein, so ist 
die Fläche analytisch darstellbar durch drei Gleichungen von folgen- 
dem Typus: 

oder durch eine von folgen- 
der Form 

^(z) X(z) 

In Orthogonalprojek- 
tion kann sie sehr leicht 
dargestellt werden, wenn 
man eine der Projektions- 
ebenen, z. B. die Grundriß- 
ebene durch die unendlich 
ferne Direktrix gehen läßt. 

Die Erzeugenden sind 
alle zur ersten Projektions- 
ebene parallel, daher ihre 
Aufrisse zur Achse a^g parallel. Sind (Fig. 120) wie früher r={r, F") 
und d ^ (^', ^') die krummen Leitlinien der Pseudoaxoide, so kann 
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eine beliebige zur Grundlinie a^^ parallele Gerade g" als die zweite 
Projektion einer Flächenerzeugenden angesehen werden. Seien C" (auf 
F") und D" (auf J") die Vertikalprojektionen der Tre%unkte der be- 
trachteten Erzeugenden mit den Leitlinien; man suche C und B'] 
ihre Verbindungslinie ist g\ Läßt man nun g'' parallel zu sich selbst 
bewegen, so erhält man alle die Flächenerzeugenden; die Enveloppe 
von g ist der Grundriß der zweiten scheinbaren Umrisse der Fläche. 
Daraus folgt durch Betrachtungen, die analog denen sind, die wir bei 
den Axoiden angestellt haben, ein leichtes Verfahren um die erste Pro- 
jektion P' eines Flächenpnnktes zn finden, deren zweite bekannt ist, 
wie auch um den Aufriß der Kurve punktweise zn beschreiben, in 
der die gegebene Fläche durch eine Ebene t = [t^, t^] geschnitten 
wird, welche anf Jt^ senkrecht steht. Daraus ergibt sich dann eine 
Methode, die Berfihrungsebene in einem beliebigen Flächenpnnkte 
P = (P', P") zu konstruieren : diese Ebenen sind nämlich bestimmt 
durch die durch P gehenden Erzeugenden und durch die Gerade, welche 
in P die Kurve berührt, in der die Fläche von einer P enthaltenden 
Vertikalebene geschnitten wird. 

Zur Übung« Die Tangentialebene einer Pseudoaxoide durch Anwendung des 
Chasles sehen Satzes (Nr. 274) zu bestimmen. 

280. Zur Kategorie der Axoiden gehören einige, die in der Archi- 
tektur vorkommen; die bekannteste ist die „Wölbfläche des schiefen 

L Einganges" („biais passe" der 

^n tfV7 Franzosen, „volta a sbieco" der 

^ ^^-"^^,^^^- — /^/^» Italiener). Sie wird folgender- 

/^ -5* ^^ / / ^ ^ B' maßen erzeugt: Gegeben sind 

/ / \ f /v" / ' A ^ ^^^^ beliebig in zwei zueinander 

\ / ^ /\i / \ parallelen (vertikalen) Ebenen 

"i§7 "^ — ^ — gelegene Kreise (in der Praxis 

i / / Halbkreise) K^, K^, deren Durch- 

l/j/ messer A.B. und Ä^B^ in einer 

/ w Via 121 am 

G'iBi horizontalen Ebene liegen; auf 

dieser errichte man im Mittel- 
punkte C des Parallelogramms A^A^B^B^ die Senkrechte n: die frag- 
liche Wölbfläche ist dann die Regelfläche mit den drei Leitlinien w, 
K^y K^. Um sie in Orthogonalprojektion darzustellen, nehmen wir die 
Ebene des Parallelogramms als Grundrißebene und die Parallele zu 
A^Bj^ durch C als Grundlinie (s. Fig. 121). Das Parallelogramm fällt 
dann mit dem Grundriß zusammen; im Aufriß fallen die Ecken auf 
die Grundlinie a^g. Grundrisse der beiden Kreise sind dann die Strecken 
A^Bi und A^B^, die Aufrisse sind Kreise über den Durchmessern 
A^'B^' und A^'B^\ Die Gerade n bildet sich ab in n senkrecht zu 
a^g in C, während n" mit G zusammenfällt. Eine beliebige Erzeugende 
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g der Fläche geht im Aufrisse durch (7; sie möge K/' in G^' treflFen 
und Kj" in G^\ man findet nun leicht G^ und G^\ deren Verbindungs- 
linie g' sein wird. 

Der Grad dieser Regelfiäche, die anscheinend nach dem Satz in 
Nr. 277 vom achten Grade ist, erniedrigt sich infolge der gegenwär- 
tigen Lage der Leitlinien, wie wir nun zeigen wollen, indem wir ihre 
Gleichung aufstellen.^) nehmen wir als Anfangspunkt, n als y- Achse, 
und die Gerade a^^ als ri;- Achse; dann sind di6 Gleichimgen der bei- 
den Kreise y - - 6, {x-^a^ + z^^ r\ 

Nimmt man nun auf der y-Achse einen beliebigen Punkt, etwa den, 
für welchen y == rjy und projiziert von ihm aus die beiden Kreise, so 
erhält man die beiden Kegel 

r\v - yy - ^\i + vy + [^(6 + v) + <y - i)\\ 

Die diesen beiden gemeinsamen Erzeugenden gehören der Wölbfläche 
an; nun fallen für rj ^ beide Gleichungen in die eine 

zusammen, weshalb dieser Kegel auch zu der Fläche gehört. Der üb- 
rige Teil hat eine Gleichung, die man durch Elimination von iy aus 
den vorigen erhält. Subtrahiert man diese voneinander, so bekommt 
°*an bz* + x{hx + ay) 

' ax 

und setzt man diesen Wert in die vorige Gleichung ein, so scheidet 
sich der Faktor x^ + z^ ab, und es bleibt 

[axy + b{x^+ z^)y^ 6Va;^+ b\r^ - a^)z\ 

Dies ist die gewünschte Gleichung; da sie vierter Ordnung ist, so ist 
damit der Grad der Wölbfläche als vier nachgewiesen. Da die Glei- 
chung sich nicht ändert, wenn man die Vorzeichen der Koordinaten 
wechselt, so ist der Anfang ein Mittelpunkt der Fläche. Eine beliebige 
durch die y-Achse gelegte Ebene schneidet die Fläche längs zweier 
paralleler in bezug auf den Mittelpunkt symmetrischer Geraden, usw.*) 

Zur Übnn^« Ähnlich obiger Wölbfläche sind die als „arriäie youssnie de 
Marseille" nnd „arri^re vonssare de Montpellier** bezeichneten Flächen. Die erste 
hat als Leitlinien zwei in zueinander parallelen Ebenen gelegene Kreise von ver- 
schiedenem Kadius und die vom Zentrum des einen auf die Ebenen selbst ge- 
fällte Senkrechte. Die andere hingegen hat als Leitlinien einen Kreis, die im 
Mittelpimkte zu seiner Ebene errichtete Senkrechte und eine zu dieser Ebene 
parallele Gerade. Diese Flächen sind darzustellen und zu untersuchen. 

1) Dasselbe kann man durch Anwendung des Schlusses von Nr. 277 erreichen. 

2) Eine eingehende Untersuchung dieser Fläche findet sich im U. Bd. des 
Tratte de giom. descriptive von J. de la Gournerie (2. Aufl., Paria 1880 S. 208 ff.). 
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U. Konoide. 

281. Eine Regelfiäche die (man sowohl als Axoide wie Pseudoaxoide 
ansehen kann^ d. h.) zwei Geraden als LeiÜinien hat; von denen eine 
im Unendlichen liegt^ heißt ein Konoid. Eine solche Fläche ist da- 
her der geometrische Ort der Geraden ^ die stets eine feste Gerade 
(die Leitgerade) treffen^ parallel zu einer festen Ebene (der Leit- 
ebene) laufen und noch einer anderen Bedingung unterworfen sind. 
Je nachdem die Leitgerade zur Leitebene senkrecht steht oder nicht, 
heißt das Konoid ein gerades oder schiefes. 

Wir nehmen als Leitgerade die £f- Achse eines kartesischen Systems 
(das nicht rechtwinklig zu sein braucht) und als Leitebene die xy-^hene^ 
dann kann das Konoid in folgender Weise parametrisch dai^estellt 

woraus hervorgeht, daß /^v 

die allgemeine Gleichung des Konoids ist. 

Meusnier^)hat folgende Anwendung der Konoide auf die Aufgabe 
erdacht: «Die Tangentialebenen, die durch eine Gerade g an eine be- 
liebige Flache 7 gelegt werden können, zu bestimmen». Man kon- 
struiere das Konoid, das gebildet wird von den Geraden die ST berühren, 
g treffen und parallel einer beliebigen Ebene d sind; es genügt hier- 
für g und 7 mit einer zu d parallelen Ebene zu schneiden und von 
dem erhaltenen Punkte an die entstandene Kurve die Tangenten zu 
ziehen. Ist nun F die Berührungskurve zwischen ?F und dem Konoid, 
so bestimmt jede Tangente von F, die g triffib, mit dieser Geraden eine 
der gesuchten Ebenen. 

Zur Übung. Die Isophoten eines Konoids zu untersuchen. 

282. Der Couo-canens (Kegel- Keil) von Wallis. Das einfachste 
Konoid ist das hyperbolische Paraboloid. Ihm am nächsten in bezug 
auf Einfachheit steht das gerade Konoid, das als zweite Direktrix einen 
Kreis ^ hat, dessen Ebene parallel der geraden Direktrix ist. Es hat 
den Namen Kreiskonoid oder Cono-cuneus ''von Wallis oder 
Kegel-Keil, und (wegen gewisser Anwendungen in der Architektur) 
durch die Franzosen voüte d'aretes en tour ronde erhalten. Diese 
Fläche wird also gebildet von allen Geraden, die auf einer gegebenen 
Geraden d senkrecht stehen und durch einen Kreis gehen, dessen Ebene 
zu d parallel geht. 

Um eine bequeme graphische Darstellung zu erhalten, nehmen 
wir die Leitebene als Grundriß- und eine zur Ebene des Kreises parallele 

1) Vgl. Th. Olivier, Gours de geometrie descriptive, II ^d. (Paris 1864) p. 291. 
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als Aufrißebene (s. Fig. 122). Dann bildet sich dieser in wahrer Größe 
ab im Aufriß, im Grundriß als eine zu der Achse parallele Strecke 
A' Sy gleich dem Durchmesser; die gerade Direktrix d wird im Grund- 
riß zu einem Punkte D' = d^, im Aufriß zu einer zur Achse senk- 
rechten Geraden d'\ 

Die Erzeugenden g werden im Grundriß zu Geraden, die durch 
D' gehen, im Aufriß zu Parallelen zur Achse a^g. Genauer: Jede durch 
D' gehende und die Strecke A'S in 
einem reellen Punkte G' treffende Ge- 
rade ist die Projektion zweier Er- 
zeugenden der Fläche. Nennen wir näm- 
lich G" und ö/' die (reeUen) Punkte 
in denen die Ordinate von & den Kreis 
^" trifft, so sind die durch G" und 
Gj" zur Achse gezogenen Parallelen 
die zweiten Projektionen g' und g^' 
der beiden Erzeugenden, deren erste 
Projektion g war. Umgekehrt wenn 
eine Gerade Ä", parallel zur Achse, ^" 
in den beiden Punkten H" und H^' 
trifft, und es treffen die zugehörigen 
Ordinaten AS in H* und H^', so sind 
die Geraden B' H' und B'E.^, die ersten 
Projektionen Ä' und h^ jener beiden 
Erzeugenden, deren zweite Projek- 
tionen in Ä" zusammenfallen. Hieraus 
geht hervor, daß die ersten Projek- 
tionen der reellen Erzeugenden alle 
innerhalb des Winkels A'D'S liegen 
müssen, und daß dieser daher den ersten scheinbaren Umriß der 
Fläche bildet, die zweiten Projektionen aber alle innerhalb des von 
den zu a^ parallelen Tangenten von z^" gebildeten Streifens liegen, 
weshalb dieser den zweiten scheinbaren Umriß bildet. 

Die obigen Betrachtungen setzen uns in den Stand, Punkte der 
Fläche, die durch eine Projektion gegeben sind, darzustellen. Ist 
nämlich M' ein innerhalb des Winkels A'J)'S gelegener Punkt, so 
ziehe man D' M ^ g' und bestimme hierzu die zweiten Projektionen 
g", ^i"; diese werden von der Ordinate von M! in den Punkten Jf", 
Jkfi" geschnitten, die beide zu Jf' gehören. Ist hingegen N'' inner- 
halb des vorhin gekennzeichneten Streifens gegeben, so ziehe man 
durch ihn die Parallele Ä" zur Achse und suche die ersten Projektionen 
Ä' und Äi' der Erzeugenden h und h^ deren Aufriß Ä" war; sie schneiden 
die Ordinate von N' in N und N^, dem Grundriß der gesuchten Punkte. 

Zur Übun^. Den Seitenriß des Kegelkeils herzustellen. 

Loria-Sohütte: Darstellende Oeometiie. IL Bd. 16 




Fig. 188. 
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283. Eine nützliche Anwendung des Vorigen ist die Bestimmung 
der Schnittlinie S des Kegelkeils mit einer zum Leitkreise parallelen 
Ebene. Es sei ^ die erste (natürlich zur Achse parallele Spur der 
Schnittebene), dann wird irgend ein Punkt JT von t^ einen Punkt von 
I] im Grundriß darstellen, wir können also M" finden. Sind nun 
Q^ R, S die Schnitte von <f' mit Ä'B', t^, g\ so folgt (s. wieder 
Fig. 122) aus den ähnlichen Dreiecken D'MR, B'G'Q, daß 

& Q^ UQ' ^^^^ G"S ~ B'Q' 
Nun hat das letzte Glied einen von M' unabhängigen Wert, weshalb 
für alle Punkte von 2 ^ttk konstant ist. Dies zeigt, daß 2" die- 
jenige Kurve ist, die dem Kreise ^'' entspricht in der Affinität, die 
d" als Achse und yp-^ als Affinitätsverhältnis hat. 2^" ist also eine 

Ellipse, und dasselbe gilt von S, da diese Kurve iden'tisch mit ihrer 
Vertikalprojektion ist. Folglich: Die zum Leitkreise eines Kegelkeils 
parallelen ebenen Schnitte sind Ellipsen. Ebenen, die gleichen Ab- 
stand von der Leitgeraden haben, liefern kongruente Ellipsen, insbe- 
sondere gibt es außer ^ noch einen kreisförmigen Schnitt; er wird 
von der zu d symmetrisch zur Ebene von ^ liegenden Ebene geliefert. 
Aus dem Vorigen ergibt sich eine Konstruktion der Tangential- 
ebene in einem beliebigen Punkte M des Kegelkeils. Diese geht näm- 
lich in erster Linie durch die den Punkt M enthaltende Erzeugende 
^ = (/, ^r"); ferner geht sie durch die Tangente m in M an die zum 
Leitkreise z:/ parallele Schnittlinie 2J, m fällt nun mit der durch M 
zur Achse gezogenen Parallelen zusammen, m" ist die Gerade, die in 
der früher angeführten Affinität der Geraden t entspricht, die A" in 
Gt" berührt. Nun schneiden sich aber zwei affine Geraden auf der 
Achse, folglich ist w" nichts anderes als die Verbindungslinie der 
Punkte M" und t^'. Somit ist die gesuchte Ebene durch die beiden 
Geraden g = {g\ g') und m = (m', m") völlig bestimmt, und man kann 
ihre Spuren m^ und m^ finden. 

284. Schließlich soll noch eine einfache Konstruktion der Schnitt- 
punkte eines Kreiskonoids mit einer Geraden g gezeigt werden. Wir 
beachten in diesem Falle, daß die Fläche der geometrische Ort der 
Geraden ist, die den Kreis ^, die Gerade d und die up.endlich ferne 
Gerade u der Leitebene treffen ; die Untersuchung ist also zurückge- 
führt auf die der Geraden, die die vier Linien rf, u, g, A treffen. Wir 
betrachten zunächst die Fläche, die von den Geraden gebildet wird, 
die d, w, g treffen, und schneiden diese mit dem Kreise ^; durch jeden 
der Trefl^unkte geht eine solche Gerade. Jene Fläche ist nun ein 
hyperbolisches Paraboloid, und dieses schneidet die Ebene von A in 
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einem Kegelschnitte F] ^ und F schneiden sich in vier Punkten X^ 
(i = 1, 2, 3, 4); von jedem dieser Punkte geht eine Gerade g^ aus, 
die d, g, u trifft, und die Punkte gg^ sind die gesuchten. 

Um die Konstruktion auszuführen, stellen wir iden Kegelkeil in 
der früheren Weise dar und die Gerade g durch ihre Projektionen 
g', g'\ Eine beliebige Erzeugende p des Paraboloids projiziert sich im 
Aufriß in eine zur Achse a^g parallele Gerade y (s. Fig. 123). Die 
Punkte D und B, in denen sie die Geraden d und g trifft, haben als 
Aufriß die Punkte d"p'' und g'p'% als Grundriß D' = d' und den Schnitt 
von g' mit der Ordinate von JB"; es ist also p' = D'U'. Nun hat der 
Punkt P, in welchem p die Ebene ff''\ 



sXÄ>'' 



von ^ trifft, als Grundriß den Punkt 
P', in welchem j?' die Gerade AB triffb, 
als Aufriß den Schnitt der Ordinate 
von P' mit p'\ Verschieben wir nun 
p' parallel zu 0^2, so beschreibt P" den 
Kegelschnitt F'\ dessen vier Schnitte 
mit z/" die Punkte X/' sind. Ziehen 
wir durch sie die Parallelen zu a^^y 
so schneiden diese g' in den Punkten 
P/', woraus dann leicht die P/ folgen. 

Die vier Geraden g^ bestimmen 
zugleich mit der gegebenen g die von 
dieser an das Konoid gelegten Tan- 
gentialebenen, womit zugleich die Auf- 
gabe gelöst ist: Durch eine Gerade 
die Berfihmngsebenen an einen Kegel- 
keil zu legen. Die angeführten Kon- 
struktionen zeigen uns, daß der Kegelkeil eine Fläche vierter Ord- 
nung und vierter Klasse ist. 

Anmerkung. Die Definition des Kegelkeils läßt sich verallge- 
meinern, wenn man an Stelle des Leitkreises einen beliebigen Kegel- 
schnitt setzt, man erhält dann ein sog. Kegelschnittkonoid. Nehmen 
wir insbesondere an, daß der Konoid gerade sei, und daß wir eine 
Ellipse nehmen, deren eine Achse parallel zu der geraden Leitlinie ist, 
so können wir letztere etwa als ;ef-Achse nehmen und als icy-Ebene die 
Leitebene der Fläche. Dann bekommen die Gleichungen der Leit- 
ellipse E folgende Gestalt 




Fig. 198. 



X =^a, 



^ + ^-1 
5« ^ c* ^• 



Eine beliebige Erzeugende der Fläche wird dargestellt durch 



— == j—-- — , ;8f = c • sinop. 



16* 
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Durch Elimination von (p ergibt sich 



»/.» 



a^c 



^^y« + a:V=«c«^« («) 

als Gleichung der Fläche, die also vierten Grades ist. Wenn im spe- 
ziellen c^b, so haben wir den Kreiskegelkeil von WaUis mit 

ay + x^z^ = Vx" (jS) 

Schreiben wir die Gl. (a) in der Form 



(¥)' 



80 sieht man^ daß die zur Leitellipse parallelen Schnitte der Fläche 

wieder Ellipsen sind; insbesondere bekommen wir für a? = ± "t zwei 

kreisförmige Schnittkurven. Nun kann jeder dieser Schnitte als Leit- 
linie statt der Ellipse E genommen werden; die Verallgemeinerung ist 
also nur eine scheinbare: dies Ergebnis stimmt auch damit übereiu, 
daß GL (a) durchaus nicht allgemeiner i«t als (fi\ da beide nur zwei 
wesentliche Konstanten enthalten. 

285. Kngelkonoide. Bewegt sich eine Gerade so^ daß sie stets 
eine feste Gerade d trifft^ dabei immer parallel einer gegebenen Ebene 
bleibt, und eine feste Kugel berührt^ so erzeugt sie eine Fläche^ die 
als einer Kugel umbeschriebenes Konoid oder kurz als Kugel- 
konoid bezeichnet wird. In Orthogonalprojektion läßt sie sich bequem 
darstellen^ indem man die Leitebene parallel zur Grundrißebene nimmt. 
Ist = {Oy 0") der Mittelpunkt der Kugel (s. Fig. 124), so stellt der 
Kreis f mit dem Zentrum 0" und dem Radius r, gleich dem Kugel- 
radius, den zweiten scheinbaren Umriß der Kugel dar. Eine beliebige 
Horizontalebene r (etWa die mit der zu ay^ parallelen Spurlinie t^ 
schneidet die Kugel in einem Kreise K, dessen Durchmesser gleich der 
Sehne Jf^ ist, die ^2 auf V ausschneidet; im Grundriß ist K' der 
Kreis um Qf mit diesem Durchmesser. Es sei nun P der Punkt, in 
welchem d die x trifft, dann sind die von P' an K' gezogenen Tan- 
genten a', 6', der Grundriß zweier Erzeugenden, die in r liegen, wes- 
halb a" und 6" mit i^ zusammenfallen. Sind J.', J? die Berührungs- 
punkte an K', so schneiden die zugehörigen Ordinaten t^ in Ä\ B'. 
Die Punkte A = (Ä\ A') und B = {B, B') gehören der Kurve 2: an, 
längs deren die Kugel von dem Konoide berührt wird; verschieben 
wir ^ parallel zu sich selbst, so erhalten wir punktweise 2J" und H. 
Natürlich geht Z auch durch die Schnittpunkte von d mit der Kugel, 
faUs diese Punkte reell sind. 

Um die Ordnung der Konoids und der Kurve Z zu finden, nehmen 
wir ein kartesisches System, dessen a;y-Ebene parallel zur Leitebene 
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iet^ und nehmen an, daß die 
Gleichungen der Leitgeraden und 
d^r Engel sein mögen 

X — a y — h z — c 
COB a COB p cos y ' 

^* + y' + ^^ = ^*. 

Ist femer z ^ k die 
Gleichung einer zur xy- 
Ebene parallelen Ebene 
X, so schneidet diese 
die Gerade d in einem 
Punkte mit den Koordi- 
naten 

fc , COB a /7 N 



^+^^''-'). 




yig. IM. 



n 

und die Kugel in einem 
Kreise ; dessen Projek- 
tion sein wird 

a;8 + y« - r« - H 

Die beiden Tangenten 
a, V werden dann zu 
sammen wiedergegeben 
durch 

(a:« + / + Ä«-r»)(SH ^« + i«_^i) _ (^^g + y^ + Ä«-r«)« - 0. 
Eliminieren wir nun g, % \ so erhalten wir als Gleichung der Fläche 

-jao: + 6y + (. - c) ^^??^^^^ + .'-r»)*= 0. 

Das Kngelkonoid ist demnach vom vierten Orade. Aus der so ge> 
fdndenen Gleichung ergibt sich auch, daß die Kurve, in der es die 
Kugel berührt, zugleich der Mäche zweiten Grades angehört 

und dies beweist uns, daß die Berfihrnngsknrve 2 eine Bannikarve 
vierter Ordnung, erster Spezies ist, d. h. daß durch sie oo* Flächen 
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zweiten Grades hindurchgehen; welches Resultat mit einem allgemeinen 
Satze von Chasles in Übereinstimmung ist.^) 

8 5. VersohiedeneB über einige andere Regelfläohen. 

286* Zur Übung* I* Bewegt sich eine Gerade so, daß sie stets an dem 
Umfange eines Kreises A entlanggleitend eine, in einem Ponkte desselben zur 
Ebene von A erriclitete Senkrechte s trifft und dabei parallel bleibt zu einer 
Ebene, die mit der von A und der durch s gelegten Berührungsebene an A 
gleiche Winkel bildet, so entsteht eine Regelfläche, die als Eüppersches Ko- 
noid bezeichnet wird. In kartesischen Koordinaten l&ßt sie sich darstellen durch 
die Gleichung («• + y') (y+ »)-2ry', 

wenn r der Radius von ^t^; es handelt sich also um eine Regelfläche dritten Grades. 
Diese Fläche soll in Orthogonalprojektion dargestellt und dadurch untersucht 
werden. (Zweckmäßig nehme man als Grundrißebene die von A^ als Aufrißebene 
die durch s 9ss. A gelegte Berührungsebene.) 

II. Gegeben ein Kreis r*, vom Mittelpunkt und Halbmesser r, und eine 
Gerade Z, welche in einem Punkte B, von T zu seiner Ebene normal ist; eine 
Strecke AB von der Länge 2r durchläuft mit ihren Endpunkten l und F; die 
Gerade auf der sie liegt, beschreibt eine Regelfläche, die zu erforschen und dar- 
zustellen ist. (Man ziehe den Durchmesser B.OB und beachte, daß ÄS^=^BB ist.) 

III. Gegeben zwei zueinander senkrechte windschiefe Gerade r, s und eine 
Strecke l. Bewegt sich nun eine Gerade so, daß sie stets r und s in zwei Punk- 
ten A, B trifft, deren Abstand l ist, so entsteht eine Regelfläche vierten Grades, 
die untersucht und dargestellt werden soll. (Man nehme die Bezugsebene so, 
daß r in der einen senkrecht zur Achse a^, liegt, s in der anderen parallel zu 
a^g, und beachte, daß nicht nur die Strecke AB, sondern auch seine Projektionen 
von konstanter Größe bleiben.) 

IT. Gegeben ein Zylinder mit zur Achse a^, parallelen Erzeugenden; man 
schneide ihn mit zwei vertikalen Ebenen ff^ , tf, ; F^ , F, seien die Schnittkurven, 
G, G^ zwei entsprechende, auf derselben Erzeugenden liegende Punkte. Nun 
möge F^ eine Translation in einer zur Grund ebene senkrechten Richtung aus- 
führen, und H soll die neue Lage von G^ sein: der Ort der Geraden GH ist 
dann eine Fläche die als Freziers Zylindroid bezeichnet wird. Diese soll 
untersucht und dargestellt werden für den Fall, daß der gegebene ein gerader 
Kreiszylinder sei. . 



1) Der betreffende Satz lautet: Bewegt sich eine Gerade im Räume 
so, daß sie stets zwei Geraden a, h trifft und zugleich eine Fläche 
zweiten Grades $ berührt, so ist der Ort 2 der Berührungspunkte 
eine Raumkurve 4*«' Ordnung, durch die oo* Flächen 2*er Ordnung 
hindurchgehen. Zum Beweise genügt es zu zeigen, daß durch 2 noch eine 
andere Fläche 2ter Ordnung hindurchgeht. Wir nehmen auf a beliebig den 
Punkt J[ und betrachten seine Polarebene a in Bezug auf $; es sei ferner tt^^ 6. 
Die Gerade r^ccß schneidet ^ in zwei Punkten X, F, die die Berührungspunkte 
des Kegelschnittes sind, der auf ^ durch die Ebene n bestimmt wird, mit den von 
A gezogenen Tangenten, also gehören X, Y der Kurve 2 an. Verschieben wir nun 
A auf a, so beschreiben a und jc zwei einander projektive Büschel, da sie beide 
perspektiv zu der von a beschriebenen Punktreihe sind; in Folge dessen be- 
schreibt die Schnittgerade r^ncc eine Regelschar, deren Schnitt mit $ die 
Kurve 2 ist. Somit ist der Satz bevdesen, und man sieht, daß man noch eine 
dritte Fläche 2ter Ordnung erhalten kann durch Anwendung des vorigen Ver- 
fahrens, indem man die Geraden a und b miteinander vertauscht. 
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y. Man kann leicht zeigen: Eine Strecke kürzesten Abstandes 
zwischen zwei Kurven F^, r, liegt auf einer zu beiden senkrechten 
Geraden. Um diese zu finden, verschiebe man r, parallel zu sich selbst, bis 
ein auf ihr beliebig gewählter Punkt der Reihe nach mit allen Punkten von 
r^ zusammenfallt. Ist nun F, die Lage die F, einnimmt, wenn Q auf den 
E^nkte P von Fj fällt, so ziehe man diejenige Gerade ^, die senkrecht steht zu 
den Tangenten in P an F^ und F,. Alle zu g analogen Geraden bilden eine 
Eegelfläche, und durch jeden der Punkte, in welchen sie die F, trifffc, geht eine 
Gerade, die einen der gesuchten kürzesten Abstände enthält. Auf diese Weise 
soll der kürzeste Abstand zwischen einem Kreise (der in der Grundrißebene liegt) 
und einer beliebigen Geraden des Raumes gefunden werden. 

Fünftes Kapitel 

Die Botationsflächen. 

i 1. Definitionen und allgemeine Eigenschaften. 

287. EineRotationsfläche entsteht durch Rotation einer Kurve F 
(der Erzeugenden) um eine feste Gerade a, die Aohse^ mit der sie 
unverändert verbunden ist. Durch jeden Punkt der 
Fläche geht also eine mit F identische Kurve. Jeder 
Punkt von F beschreibt bei dieser Bewegung einen 
Kreis^ dessen Zentrum auf a liegt, und dessen Ebene 
zu a senkrecht steht: ein solcher Kreis heißt Par- 
allelkreis der Fläche. Es ist klar, daß dieselbe 
Fläche auch entstehen würde, wenn man statt F 
irgend eine andere, alle Parallelkreise schneidende 
Kurve nähme; insbesondere kann man als Erzeugende 
einen durch die Achse a gelegten ebenen Schnitt 
nehmen; eine solche Erzeugende heißt Meridian- 
kurve der Fläche. Alle Meridiane sind einander 
kongruente und zu a symmetrische Kurven. Nehmen 
wir eine solche als Erzeugende, so liefern diejenigen 
Punkte, die von a den größten Abstand haben, einen 
sog. Aquatorkreis der Fläche, diejenigen die den 
kleinsten Abstand haben einen Kehlkreis (s. Fig. 
125). Ist M ein Punkt, in welchem der Meridian M 
die Achse a schneidet, m die zugehörige Tangente, so wird m (wenn 
es, was ja im allgemeinen der Fall ist, nicht senkrecht zu a steht) 
bei der Rotation einen Kreiskegel beschreiben, gebüdet aus lauter Tan- 
genten an die Rotationsfläche; folglich liefert jeder Schnittpunkt des 
Meridians mit der Achse im allgemeinen einen Doppelpunkt der 
Fläche. Ein Doppelpunkt des Meridians hingegen, der nicht auf der 
Achse liegt, erzeugt einen Doppelparallelkreis der Fläche. 

Durch jeden Punkt P der Fläche geht ein Meridian und ein Par- 
allelkreis; die beiden Tangenten an die beiden Kurven bestimmen die 
Tangentialebene an die Fläche in P. Die Tangenten an die Meridian- 




Fig. 126. 
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knrve in simtücheii Punkten ein und desselben Parallelkreises bil- 
den offenbar einen Rotationskegel, der mit der Fläche koaxial ist, seine 
Spitze also auf a hat. Ein zweiter Kegel von derselben Beschaffenheit 
entsteht durch die Normalen der Fläche in demselben ParaUelkreis. 
Die Spitze dieses Kegels ist der Mittelpunkt einer Kugel^ die die 
Fläche längs jenes Kreises berührt. 

Jede Ebene senkrecht. zur Achse schneidet die Fläche in einem 
oder mehreren ParaUelkreisen; jede Ebene durch die Achse teilt die 
Fläche in zi¥ei kongruente, zur Ebene selbst symmetrische Teile. Eine 
beliebige Ebene 6 aber, die weder durch a geht, noch senkrecht dazu 
ist, schneidet die Fläche in einer gewissen Kurve ^, Ist a nun die 
durch a za 6 senkrecht gelegte Ebene, und aQ^aö, und greifen wir 
auf ^ irgend einen Punkt D heraus, so liegt der zu D in Bezug auf 
a symmetrische Punkt D auch auf der Fläche; da aber a senkrecht 
zu 6, so liegt D auch in 6, gehört also auch der Kurve z/ an und 
liegt symmetrisch zu D in bezug auf Uq. Daraus folgt: Jeder ebene 
Schnitt einer Botationsfliche liefert eine Knrve, die symmetrisch 
ist znr' Orthogonalprojektion der Achse auf die Schnittebene. 

Es seien [i^^ und [i^ zwei Meridianebenen mit den Meridianen M^ 
und M,, a und ß die Halbierungsebenen der von ihnen gebildeten 
WinkeL Ist nun P^ ein Punkt von M^, so gehören die zu P^ in be- 
zug auf a und ß symmetrischen Punkte P^, P^ der Kurve M, an; 
durchläuft daher P^ die M^, so beschreiben die Geraden P^P^ und 
Pj Pg Zylinderflächen mit Erzeugenden, die senkrecht zu a und ß sind. 
Hieraus folgt: Zwei beliebige Meridiane einer Rotationsfläche liegen 
immer in zwei Zylinderflächen, deren Erzeugende senkrecht auf den 
Halbierungsebenen der Meridianebenen stehen. — Halten wir fi^ fest 
und lassen [i^ sich ihr unendlich nähern, so folgt: Die Ber&hrnngs- 
ebenen einer Rotationsfläche in den Punkten eines Meridians nm- 
httllen eine Zylinderfläche, deren Erzengende senkrecht zur Meri- 
dianebene sind. Man kann auch sagen: Die Tangenten an die Paral- 
lelkreise einer Rotationsfläche in den Punkten eines und desselben 
Meridians bilden eine Zylinderfläche. Zusammenfassend schließen wir: 
Die Tangentialebene in einem Punkte einer Rotationsfläche geht durch 
die Tangente jenes Punktes des Meridians und steht senkrecht auf 
der Meridianebene. 

288. Um eine bequeme analytische Darstellung für aUe Ro- 
tationsflächen zu erhalten, nehmen wir ein gewöhnliches kartesisches 
System, dessen je;- Achse mit der Rotationsachse zusammenfällt. Es sei 

^-m. y-ri{t\ z^m (1) 

die parametrische Darstellung der Erzeugenden. Ein beliebiger Punkt 
(f) von r beschreibt dann einen Kreis, dessen Zentrum auf g in der 
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Ebene z =« g(<) liegt, dessen Radius r S(0* + '^(O* ^^^5 ®^ ^'^ ^so die 
Parameterdarstellung 



^ - VS(0' + n 0? cosw, y ^Vm' + rilty sin ti, ^ - g(0 . (2) 

Bei Variation yon t und u liefern diese Gleichungen auch eine Para- 
meterdarstellung der Fläche. Durch Elimination yon u erhält man 



:^+f=m +v{t), ^-m (3) 

Eliminiert man hieraus noch t, so würde man die Gleichung der Fläche 
erhalten; doch ist die Operation nicht ausführbar, wenn nicht die 
Funktionen |, ^, 5 bestimmt sind. — Nehmen wir im besonderen als 
Erzeugende die in der rry-Ebene gelegene Meridiankurye, so hat diese 
die Gleichungen 

und die erzeugte Flache 

x'+y'-Wy = 0.') (4) 

Hätte die Meridiankurye aber die Gleichung f{x, 0) = 0, so würde die 
Rotationsfläche die Gleichung 

f{y^^y*,e)^0 (40 

haben, die sich natürlich auch rational machen läßt; dann zeigt uns 
diese Gleichung: Ist der Meridian eine algebraische Enrye von der 
Ordnung n, so ist auch die Rotationsfläche algebraisch und yon der 
Ordnung 2n; sie würde allein dann auch nur yon der Ordnung n sein, 
. wenn die Achse der Fläche eine Symmetrieachse der Kurye wäre. — 
Schneiden wir die Fläche (4) mit einer durch die Achse gehenden 
Ebene y =^ x -tga^j so projiziert sich der Schnitt auf die icy-Ebene 
als die Eurye 

iTi — ± 6(jer) • cos«!. 

1) Wirf (4) nach g aufgelöst, so entsteht eine Gleichung vom Typus ir = 

F(y~x* + y')- Betrachten wir nun zugleich das Konoid — = f{z) (vgl. Nr. 281), 

SO wird sich die Schnittkurve der beiden Flächen auf die xy-Ehene projizieren 

als die Kurve ~ =^ f (-^(V^M-y*)). Führen wir Polarkoordinaten ein, so wird 

diese Gleichung zu o» = arctg /"(Fc^)). Da nun die Wahl der Funktionen /"und. 
F noch frei steht, so kann diese als allgemeine Gleichung einer ebenen 
Kurve angesehen werden; wir können daher mit Th. Olivier den Schluß ziehen: 
Jede ebene Kurye kann als die Orthogonalprojektion des Sehnittes einer Ro- 
tationsfläche mit einem koaxialen Konoid anf eine znr Achse senkrechte £bene 
angesehen werden. Beispiel: Der Kegel z =» cYx* + y* und die^läche y =03 • tg^r 
schneiden sich in einer Kurve, deren Projektion auf die ajy-Ebene eine archi- 
medische Spirale ist. Weitere Beispiele finden sich in W. Pejerle, Ableitung 
cUgebraiseher Kurven aus dem DwrchschniUe von Flächen (Graz, 1908. Selbst- 
verlag.). 
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Ebenso würde die, Ebene y — a? • tgoc, die projizierte Kurve liefern 

iCj = ± g(j?) • coso,. 
Hieraus folgt * « ± — —, welches beweist, daß die beiden Kurven 

•Z/A COB CCm 

affin zueinander sind. Folglich: Die Ortogonalprojektionen der Meri- 
diane auf eine zur Rotationsachse parallele Ebene sind einander 
affine Kurven. Sie entsprechen einander in einer orthogonalen Affini- 
tät, deren Achse die Projektion der Rotationsachse ist, was übrigens 
geometrisch klar ist. 

289, Aus (4) folgt, daß die Gleichung der Tangentialebene an 
die Flache im Punkte (x, y, ß) lautet: 

Zo; + Fy - 1(^)6'« • Z + (l(^ - S(;8r) • g' W) = 0; 

nun ist diese Ebene senkrecht zu der mit der Gleichung 

Xy-Yx^ 0, 

und damit wird bestätigt (vgl. Nr. 287), daß die Tangentialebene senk- 
recht zu der Meridianebene des Berührungspunktes ist. 

Wenden wir auf (4) die Darlegungen von Nr. 225 an, so sehen 
wir, daß wir die parabolische Kurve der Fläche erhalten, wenn wir 
sie mit der folgenden schneiden: 

(a;»+y')(ir + r)-i*r = o (s) 

Nun folgt aber aus (4) und (5), daß 

I» . I" = 0, 

und diese zerfällt in | = und |" = 0. Die Punkte, für die g(;gf) « 0, 
sind die Schnitte des Meridians mit der Achse, und daher im allge- 
meinen Doppelpunkte; diejenigen, für die S" « 0, sind Wendepunkte 
des Meridians, weshalb wir schließen können: Die parabo]jsche Kurve 
einer Rotationsfläche besteht ans den Parallelkreisen, die durch die 
Wendepunkte des Meridians gehen. 

290. I. Für eine Rotationsfläche lassen sich leicht die Linien 
gleicher Neigung gegen eine zur Achse senkrechte Ebene be- 

stimmen. Für eine solche Linie muß nämlich 3- = const. = ä sein, oder 

as ' 

d0^ = ]c^(dx^ + dy^). Ist nun z = ^(yPT^) die Auflösung der Glei- 
chung (4') nach z, so erhält man durch Elimination von z 

^ ¥(dx' + dy») = [dg> (V^^TT)]*- 
Bei Einführnng von Polarkoordinaten wird diese zu 
k\dQ* + p» • da>^ = ^Xp)* • dg', 
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weshalb 



CD 



. / Vy(g)'-A;« 



dQ, 



und dies ist die Polargleichung der Projektion der betrachteten Linie 
auf die genannte Ebene; die Bestimmung dieser Gleichung erfordert 
eine Integration^ die von der Natur der Funktion 9 abhängt. — Ist 
z. B. die Fläche eiu Kegel^ so ist jede Meridiankurve ein Geradenpaar^ 
und 9?Xp) konstant; bezeichnen wir seinen Wert mit a, so haben wir 



oder auch 



^Jya^^¥ . ^ - ya^- Ä^log 



c 






welches (s. S. 85) die Gleichung einer logarithmischen Spirale ist. 
Zur Übung* Die Isophoten der Rotationsflächen zu untersnchen. 

II. Auf den Rotationsflächen pflegt man noch eine Gruppe wich- 
tiger Linien zu betrachten^ nämlich diejenigen^ die alle Meridiane unter 
demselben Winkel X schneiden. Sie führen den Namen Loxodromen, 
der zuerst auftrat, als die Geographen solche Linien auf der Kugel- 
oberfläche der Erde betrachteten. Kennt man die Gleichung des Meri- 
dians IS = q)(x\ so lassen sich die Projektionen dieser Linien auf eine 
zur Rotationsachse senkrechte Ebene in Folarkoordinaten durch eine 
Quadratur finden. Sind M und M^ zwei aufeinanderfolgende Punkte 
einer solchen Loxodrome, und schneidet der durch M^ gehende Paral- 
lelkreis den durch M gehenden Meridian in P, so ist MPM^ ein un- 
endlich kleines, bei P rechtwinkliges Dreieck, während der Winkel 

M P 
bei M gleich A ist. Hieraus folgt ctgA = j^-p • Die Strecke MP ist 



nun das Bogendifferential des Meridians; setzen wir q = Yx^ + y^ so 
ist es gleich Y^^ + d^^. Da aber is = q)(Q) die Gleichung des Meri- 
dians, so ist d0 = 9>'((>) • dQ und 

jKP = dp]/i +(p'(Qy. 

M^P ist aber der Bogen des Parallelkreises; wenn also do der Winkel 
der aufeinanderfolgenden Meridiane ist, so wird sein 

M^P ^ Q • dm. 

Die obige Beziehung wird also zu 

° Q ' da 

Daraus folgt 
de . ctgA = ^-H^ISM:', oder « • ctgX = ß^-V^J^ W + «onst. 
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womit die Projektionen der <x>^ Loxodromen auf die icy-Ebene yon der 
Neigung l daxgestellt sind. — Ist z. B. der Meridian eine Gerade 

jg'^X'tga, die Fläche also ein Kegel; so ist wctgX « — ;-^^, also 

^ — p^e ««>•«• o*«^^ welches eine logarithmische Spirale darstellt. Ist der 
Meridian ein Ereis mit seinem Mittelpunkt auf der Achse^ die Flache 
also eine Kugel^ so projizieren sich die Loxodromen in Kurven mit 
folgender Polargleichung: 

_* 2a 

8 2. Beispiele von Botationsfläohen. 

291. Die elementare Geometrie bietet die einfachsten Beispiele 
yon Botationsfiächen: den geraden Kreiszylinder, den geraden Kreis- 
kegel und die Kugel (welche <x>* Rotationsachsen besitzt). Weitere 
Beispiele liefern die Theorie der FEchen zweiten Grades, in denjenigen 
Flächen, die durch Botation eines Kegelschnittes um eine seiner Sym- 
metrieachsen entstehen. Hier sollen noch zwei Beispiele behandelt 
werden; das erstere wird sich als nützlich für die Lösung mancher 
Probleme erweisen, das zweite kann zweckmäßig verwandt werden, um 
an ihm die Lösung einiger Aufgaben der darstellenden Geometrie, die 
sich auf die Flächen beziehen, an einem konkreten Falle darzulegen. 

I. Die Erzeugende sei die beliebige Gerade 

X — a __ y — h _ ^ — c 
cosa COB/J cosy ' 
oder 

X'^ a + t - cosa, y ^h + t * cos^, £f « c + ^ • cosy, 

wo t den Parameter bedeutet. Die Gl. (4) S. 249 werden in diesem Falle 

a:» + y« - a* + 6« + 2^(a.cosa + ft-cos/S) + t\coB^a + cos«/3), 

;er = c + ^cosy. 

Durch Elimination von t folgt hieraus 

x* + f-(j,- cytgy - 2(ir - c) il^^ -i£ . a« + R (6) 

Man erkennt hieraus: Die durch Botation einer beliebigen (die Achse 
mcht schneidenden) Oeraden erzeugte Fläche ist ein einschaliges Ro- 
tationshyperboloid. Aus (6) kann man auch ersehen, daß dieselbe 
Fläche durch Rotation der Hyperbel 

9 / \«x 9 Ck/ \ «• C08a + 6 • C08Ä « I x8 

^' - (^ - c)HgV - 2(£f - c) ^^^ ^ - a« + &« 

um ihre imaginäre Achse entsteht. Somit erhalten wir den 

Satz: Wird eine Fläche durch Botation einer beliebigen Kurve r 

(die also nicht in einer durch die Rotationsachse gehenden Ebene 
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liegt) erzeugt, so bilden die Tangenten von r in den aufeinander- 
folgenden Punkten desselben Parallelkreises ein einschaliges Bota- 
tionshyperboloid. 

n. Die Erzeugende sei ein Kreis, in dessen Ebene auch die Ro- 
tationsachse liegt. Als Gleichungen desselben können wir 

{x-ay + e^^r^^ 2/ = 

nehmen, wenn a den Abstand des Zentrums von der Achse bedeutet. 
Die Gleichung der erzeugten Fläche folgt dann durch Anwendung von 
(4') S. 249 als 

(]/^2 + yS _ ^J + ^2 _ y.^ 

oder 

^ [(^' + y' + ^') + (a'-0]'='4aV + 3/'). ... (7) 

Die Fläche ist also 4**' Ordnung und hat den Anfangspunkt als 
Symmetriezentrum. Sie heißt Ringfläche, Ring, Wulstfläche 
oder Toms, und zwar offene, geschlossene oder verkrüppelte, 
jenachdem der erzeugende Kreis ganz außerhalb der Achse liegt, diese 
berührt oder schneidet. Im ersten und dritten Falle hat die Fläche 
einen Äquator- und einen Kehlkreis, im zweiten FaUe wird der letztere 
zu einem (Selbstberührungs-) Punkt, im dritten FaUe hat die Fläche 
zwei Doppelpunkte. Jede durch die Achse gehende Ebene schneidet 
den Ring in zwei kongruenten, jede zur Achse senkrechte Ebene in 
zwei konzentrischen Kreisen. Es gibt also auf der Ringfläche zwei 
einfach unendliche Folgen von Kreisschnitten; es gibt noch eine dritte, 
wie wir jetzt zeigen wollen. Schneiden wir nämlich die Fläche mit 
einer, durch die j/-Achse gehenden Ebene z. B. mit = a:tga, so er- 
halten wir die kartesische Gleichung der Schnittkurve folgendermaßen. 
Wir nehmen als Anfangspunkt, Oy als Achse der Ordinaten u, die 
Abszissen seien v, dann haben wir in Gl. (7) einzusetzen 

a? = MCOsa, y = Vy z^usma. 

Dann erhalten wir die Gleichung 

{u^ + v^ + a^- r^y = 4:a\u^'C08^a + v^), 

welche eine aus zwei geschlossenen Zügen bestehende Kurve 4**' Ord- 
nung darstellt. Wenn aber die Ebene den erzeugenden Kreis berührt, 
so ist r =« a • sing?, und dann wird die vorige Gleichung 

• {u^ + v^ + a^'- ry = 4:a\u^ + v^) - 4wV*, 

oder nach einigen Umformungen 

(t^2 + ^2)2 _ 2(w» + v') (a* - O + (a» - r^y = 4r*t?^ 
Diese zerfällt nun in die beiden 

u^ + {v± ry = a«; 
sie stellt zwei Kreise dar mit dem Radius ^a, deren Mittelpunkte auf 
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Ov im Abstände r von liegen. Da nun die a;;8^-Ebene eine beliebige 
Meridianebene ist, so ist damit die Existenz einer dritten Folge von 
Kreisschnitten auf der Ringfläche nachgewiesen. 

Zur Übung. Gleichung und Eigenschaften der Flächen aufzusuchen, die 
entstehen, wenn ein Kegelschnitt um eine in seiner Ebene und parallel zu einer 
seiner Achsen gelegene Gerade rotiert. 

§ 3. Darstellung der Rotationsflächen in Orthogonalprojektion. 

292. Eine Rotationsfläche läßt sich am allerbesten in Ortho- 
gonalprojektion darstellen, indem man die Grundrißebene senkrecht 
zur Rotationsachse wählt. Dann projiziert sich die letztere als a! in 
einen Punkt A, während a" eine zur Grundlinie senkrechte Gerade ist. 
Der Seitenriß ist immer kongruent mit dem Aufriß. Die ParaUelkreise 
projizieren sich im Grundriß in wahrer Größe als konzentrische Kreise 
mit dem Zentrum Ä^ im Aufriß als Strecken parallel zur Grundlinie; 
der größte und der kleinste von ihnen, falls sie existieren, bilden den 
den ersten scheinbaren Umriß der Fläche. Die Meridiane werden im 
Grundriß zu Strecken die durch Ä gehen, einer von ihnen hat seinen 
Grundriß parallel zur Grundlinie, und dieser stellt sich im Aufriß in 
wahrer Gestalt und Größe dar und bildet den zweiten sichtbaren Um- 
riß der Fläche. Durch diesen Meridian allein schon ist die Fläche be- 
stimmt, und er heißt wegen der Dienste, die er dem Zeichner leistet^ 
der Hauptmeridian. Von besonderer Wichtigkeit ist daher folgende 

Aufgabe: Gegeben die Erzengende einer Rotationsfläche in Grnnd- 
nnd Anfriß, daraus den Hanptmeridian zn konstruieren. 

Aufl.: Es sei a~(a\a'') die Rotationsachse, und r=(r", T") 
die Erzeugende. Es sei P = (P', P") ein beliebiger Punkt von F: er 
liegt in dem Parallelkreise 11 der Fläche, der sich als 11'' in die durch 
P" zu «12 gezogene Parallele, als 11' in den mit aP' um a beschrie- 
benen Kreis projiziert (s. Fig. 126). Auf diesem Parallelkreise liegen 
zwei Punkte M^ und M^ des Hauptmeridians; ihre ersten Projektionen 
sind die Schnitte von h' mit der durch a' zur a^^ gezogenen Paral- 
lelen p^'j ihre zweiteu Projektionen sind die Schnitte der zugehörigen 
Ordinaten mit 77'. Variieren wir P auf 7^, so variieren die Punkte 
Jf" auf dem gesuchten Aufriß des Hauptmeridians. — [In unserer 
Figur ist als Erzeugende eine Gerade gewählt; die Fläche wird, dann 
ein einschaliges Rotationshyperboloid, dessen Kehlkreis den Abstand 
aQ' des Punktes a von 7^' als Radius hat. Sind N^ und N^ die 
Punkte, in denen er den Hauptmeridian trifft, so sind N^' und N^" 
die Scheitelpunkte der Hyperbel, die den zweiten scheinbaren Umriß 
der Fläche bildet, und der Punkt 0, in welchem die durch Q" zu a^ 
gezogene Parallele a' trifft, ist der Mittelpunkt. Da der asymptotische 
Kegel unseres Hyperboloifls zur Öffnung den Winkel y hat, den die 
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Fig. 126. 



Gerade F mit der Achse bildet, so sind die Asymptoten jenes Um- 
risses die durch gezogenen Geraden die mit a" den Winkel y bilden]. 

Durch ein ziemlich einfaches 
Verfahren kann man auch die Tan- 
gente in einem beliebigen Punkte 
Jfj" des Hauptmeridians konstruie- 
ren. Beachten wir nämlich, daß die 
Tangenten in P und M^ an die ent- 
sprechenden Meridiane der Fläche 
in einem Punkte V der Achse 
zusammenlaufen (s. Nr. 287), ^^ 
und daß dieser Punkt der 
Schnitt jener mit der Tangential- 
ebene in P an die Fläche ist, so 
können wir diese Ebene bestimmt 
denken durch die beiden Geraden, 
die in P die Erzeugende JT, und 
den Parallelkreis 77, berühren. Da 
nun JT* durch seine Projektionen 
gegeben ist, so sind f und T die 
Tangenten in P' und P" an P' 
und P"^). u' ist die Tangente in 
P' an 77', und u' fällt mit Fl" zusammen. Somit ist die fragliche Tan- 
gentialebene bestimmt durch die Geraden t und u. V fällt in a', imd 
um V" zu finden, ziehen wir durch V in der Ebene tu die Gerade ?; 
V ist eine beliebige Gerade durch A] sie schneidet f, u in zwei Punkten, 
deren Ordinaten f\ u' in zwei Punkten treffen, deren Verbindungs- 
linie X' ist. Diese schneidet a" in dem Punkte F", der mit M^' ver- 
bunden die gesuchte Tangente liefert. 

Anmerkungen: I. Ist insbesondere V eine durch a' gehende Ge- 
rade, so ist die Erzeugende ein Meridian der Fläche, und die ange- 
führte Konstruktion ermöglicht es, den Hauptmeridian im Aufriß aus 
dem eines beliebigen anderen zu konstruieren; die Konstruktion bietet 
eine neue Bestätigung, daß diese Aufrisse sich in einer orthogonalen 
Affinität mit der Achse a" entsprechen (vgl. Ende von Nr. 288). 

II. Die angeführte Konstruktion gestattet auch, punktweise den 
Aufriß eines beliebigen Meridians zu konstruieren; man braucht nur 
die aufgestellte Bedingung fallen zu lassen, daß die durch a! gehende 
Gerade p^, parallel zur Grundlinie sei, was, wie leicht einzusehen, keine 
wesentlichen Veränderungen der vorigen Darstellungen verlangt. 

III. Da unsere Konstruktionen es in jedem Falle ermöglichen, den 
Hauptmeridian zu finden, so kann man sich jede Rotationsfläche mit 




1) Natürlich fallen bei der Annahme in Fig. 126 t\ t" mit r\ T" zusammen. 
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vertikaler Rotationsachse nur durch Aufriß (des Hauptmeridians) 
dargestellt denken.^) Wir werden jedoch von dieser Darstellung am 
wenigsten Gebrauch machen. 

IV. Wenn die Achse a ^ {a\ a") nicht senkrecht (oder horizon- 
tal) verläuft, so bilden sich die Parallelkreise sowohl im Grund- wie 
im Aufriß als Ellipsen ab. Betrachten wir z. B. den Parallelkreis F 
in der (zu a senkrechten) Ebene t = p^, y mit dem Zentrum und 
den Radius r, so fällt 0' auf a\ der horizontale Durchmesser d bildet 
sich ab als d' parallel zu t^y der dazu senkrechte e als c'=a'; da der 
Winkel de einen Schenkel parallel zur Ghrundrißebene hat, so bildet 
er sich auch auf dieser als Rechter ab. Demnach liegen die Achsen 
der Ellipse V auf d' und a'; die erstere (welche die größere sein 
möge) hat die Länge 2r, während die kleinere 2r • cosa ist, wenn a 
die Neigung von a gegen die Grundebene ist. Alle zu V analogen 
Ellipsen sind einander ' ähnlich, haben ihre Mittelpunkte auf a' und 
parallele Achsen. Dasselbe trifft zu für die T". Die Projektionen 
zweier beliebiger Meridiane aber bleiben zu einander affine Figuren, 
mit der entsprechenden Projektion der Rotationsachse als Affinitäts- 
achse. 

Znr Übung. Eine Rotationsfläche^ deren Achse senkrecht zur Grandebene 
ist^ in der Methode der kotierten Projektion darzustellen. Gegeben sei der Meri- 
dian in kartesischer Gleichung; die o;- Achse sei der Schnitt der Meridianebene 
mit der Grundebene ^ die y- Achse die Rotationsachse. Beispiel: Die glocken- 
förmige Parabel y' — arc* -f <*' = ö« 

8 4. Anwendungen auf einige Probleme. 

293. Es soll nun die besprochene Darstellungsmethode zur Lö- 
sung einiger häufig vorkommenden Aufgaben über Rotationskörper an- 
gewendet werden. 

Aufgabe I. Gegeben die eine Projektion eines Punktes der Ro- 
tationsfläche, die andere zu finden, wenn die Fläche durch ihre Er- 
zeugende r= {r\ r") und ihre vertikale Achse a = {a\ a") gegeben ist. 

Auflösung. Ist etwa P' gegeben (Fig. 127, wo als Linie F eine 
Gerade gewählt ist), so betrachte man den durch P gehenden Paral- 
lelkreis n\ sein Grundriß 72' ist der durch P' gehende Kreis mit dem 
Zentrum in a\ U' schneide F* in M'\ die zugehörige Ordinate schnei- 
det dann P" in mehreren Punkten, von denen einer M" sei; die 
durch Jf" zur Grundlinie gezogene Parallele ist dann TL" Somit ist 
P" der Schnitt von 11" mit der Ordinate von P'. Ist dagegen die 



1) Will man bei dieser Projektion eine ausdrucksvolle Darstellung der 
Fläche erhalten^ so zeichne man außer dem Hauptmeridian auch die Projektionen 

der Meridiane, die mit diesem Winkel gleich bilden, wo n eine beliebige 

Zahl, Ä = 1, 2, 3, . . ., w — 1 ist. ^ 
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Vertikalprojektion Q" gegeben und man sucht (jf^ so betrachte man 
ebenfalls den durch Q gehenden Parallelkreis TT; dann ist die durch 
(j[' zur Grundlinie gezogene Parallele TT", und triflft diese T" in H'\ 
so hat man als FT den um d mit dem Abstände des Punktes 'S" 
von o!' beschriebenen Ereis zu nehmen* Die zu (f' gehörende Ordi- 
nate schneidet TT' in zwei Punkten^ von denen jeder als Q[ genommen 
werden kann. Diese Konstruk- 
tion behält vollständig ihre Gül- 
tigkeit im Falle, daß die Fläche 
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Fig. 127. Pig. 128. 

durch ihren Hauptmeridian bestimmt ist. [In der Figur 128 haben wir 
als Beispiel die Ringfläche genommen; die Erzeugende ist dann ein 
Kreis, als V wählten wir den aus zwei zu a!' symmetrischen Kreisen 
bestehenden Hauptmeridian, als V ergeben sich dann zwei zur Grund- 
linie parallele zu a symmetrische Strecken.] 

Aufgabe H. Die Tangentialebene in einem beliebigen Punkte der 
Rotationsfläche zn konstruieren. 

Auflösung: Die Data seien wieder (s. dieselbe Figur 127) die Achse 
a = (a', a"), die Erzeugende r^iT", F") und der Punkt T^^r, P"). 
Es genügt, die Tangente |> iu P an den entsprechenden Parallelkreis 77 
zu bestimmen und die Tangente l an die entsprechende Lage Ä die 
T einnimmt, wenn sie bei ihrer Rotation durch P geht. Nun hat TT 
«u Projektionen jenen Kreis Il\ und die Gerade 11"^ deren Konstruk- 
tion vorher angegeben wurde; p' ist also die Tangente an 77' in P', 

Loria-Sohtttte: Dantellonde Geometrie. IL Bd. 17 



Digitized by 



Google 



258 



in. Bncli. Flächen. 



jp" fällt mit n" zusammen. XTm l zu finden , betrachten wir einen 
beliebigen Punkt M Yon F, der mit P auf demselben Parallelkreise 
liegt und die entsprechende Tangente t von F, f und f lassen sich 
dann konstruieren.^) Es sei dann T^ die erste Spur von t Während 
der Bewegung, die JT in -4 überführt, beschreibt Tj einen Kreisbogen 
um a in demselben Sinne und ähnlich gelegen dem Bogen MF^. Ist 
nun Z^ die neue Li^e, die 2\ einnimmt, so ist L^P^ = l\ Projizieren 
wir L^ als L^" auf die Ghrundlinie, so ist L^'P" = T'. Durch p und 
l ist die gesuchte Ebene bestimmt. 

Diese Konstruktion vereinfacht sich, wenn der Hauptmeridian ge- 
geben oder nach der Aufgabe in Nr. 293 aus der Erzeugenden kon- 
struiert ist (s. wieder Fig. 128). Dann ist die Tangentialebene durch die 
Tangente p an den Parallelkreis 77 und die Tangente m an dem Meri- 
dian in P bestimmt. Die letztere findet man leicht, wenn man be- 
achtet, daß die Tangenten an den Meridian in den Punkten eines 
Parallelkreises einen mit der Fläche koaxialen Rotationskegel bilden 
(s. Nr. 286). Insbesondere schneidet die Tangente m in P die Achse a 

in demselben Punkte F, in welchem 
auch die Tangente n in dem ent- 
sprechenden Punkte M des Haupt- 
meridians trifft, daher ist m' die 
Verbindungslinie von P" mit dem 



294. Aufgabe III. Den Schnitt 
einer Rotationsfläche mit einer be- 
liebigen Ebene zu bestimmen. 

AnflSsnng. Die Fläche sei wie 
vorhin bestimmt, die Ebene als 
T = [^ , t^]. Wir schneiden beide durch 
eine zur Gmudrißebene parallele Ebe- 
ne 6, deren zweite (zur Grundlinie 
parallele) Spur s^ sein möge, und es 
sei s die Schnittlinie von 6 und r 
(s. Fig. 129). Dann fällt s" mit s, 
zusammen, s' läßt sich in bekannter 
Weise finden. Die Ebene 6 schneidet 
die Fläche in einer gewissen Zahl 
von Parallelkreisen, die im Grundriß 
sich als Kreise um a' abbilden und 
zum Radius die Abstände der Schnittpunkte von (f mit 7^ von a haben.^) 




Fig. 1S9. 



1) Da in unserer Figur F eine Gerade ist, so fallen t', t" bezw. mit T', T" 
mBammen. 

2) El mag bemerkt werden, daß, wenn (wie bei Fig. 129) die Fläche durch 
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Im Aufriß sind diese Punkte aber die Schnitte von s^ mit r'\ also 
lassen sie sich auch im Grundriß leicht finden. Sind X^\ F^'; X^',Y^' . . , 
die Schnitte von s' mit dem Grundriß jener Parallelkreise ^ so sind 
diese die ersten Projektionen gewisser Punkte der gesuchten Schnitt- 
kurve ^; die zugehörigen Ordinaten schneiden dann s^ in X^", F/'; 
X,", Fj"; .... Bei Verschiebung von s^ parallel zu sich selbst erhält 
man dann punktweise die beiden Projektionen der Kurve ^. — Es 
ist zweckmäßige auch die Gerade b zu zeichnen^ in welcher r von der 
durch a gelegten Ebene ß = [u^, u^j senkrecht geschnitten wird, u^ 
ist dann die durch a' zu t^ gezogene Senkrechte^ und u^ = b\ u^ ist 
die im Punkte u^a^^ zur Grundlinie a^^ errichtete Senkrechte; b" läßt 
sich finden^ indem man beachtet, daß b der Ebene r angehört. Da 
nun b (S. 248) eine orthogonale Symmetrieachse für ^ ist, so ist es auch 
V far ^, während V nur eine Achse schiefer Symmetrie fQr z/" ist. 

Zur Übungr* Wie gestaltet sich die Konstruktion fax den besonders inter- 
essanten Fall, daß die Ebene 
parallel zni Achse ist. 

Aufgabe lY. Die 
Schnittpunkte einer Rota- 
tionsfläche mit einer Oe^ 
raden.zn bestimmen. 

Für die Lösung dieser 
Aufgabe ist es zweckmä- 
ßig anzunehmen^ daß der 
Hauptmeridian M gegeben 
oder vorgezeichnet sei. 

d) Die Gerade sei 
g = (€i\ ^") und nicht senk- 
recht zur Achse (s. Fig. 
130). Statt das in Nr. 235 
angegebene allgemeineYer- 
fahren für eine beliebige 
Flache zu verwenden, das 
sich auf die Verwendung 
einer durch g gehenden 
Hilfsebene gründet, wird 
man hier besser so ver- 
fahren: Man betrachte das ^*«- ^^^ 
einschalige Hyperboloid, das durch Rotation von ^ um a entsteht und 
konstruiere (wie in Fig. 126) seinen Hauptmeridian H im Aufriß. Nun 
beschreiben bei der Rotation von g die auf ihr liegenden gesuchten 

ihren Hauptmeridian F bestimmt ist^ diese Radien die Entfernungen der Schnitt- 
punkte von 8^ und F" von a" sind. 

17* 
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Punkte X, T^ Z , . . ebensoviele Parallelkeiee des Hyperboloids und 
treffen dabei den Hauptmeridian in den Punkten Xq, Yq, Zq ... i.i. 
in den Schnitten von H mit M. Zieht man nun durch diese Punkte 
die Parallelen zur Grundlinie, so treffen diese <jr" in X\ F", Z" . . . 
dem Aufriß der gesuchten Punkte, die Ordinaten oder auch die Grund- 
risse jener Parallelkreise treffen dann g' in X\ Y' Z\ , ., womit die 
Aufgabe gelöst ist. 

Anmerkungen: L Ist M eine algebraische Kurve n^ Ordnung, 
so ist die Anzahl der Punkte X^, Yq . . . gleich 2n, und dasselbe gilt 
für die Auflosungen der in Bede stehenden Aufgabe; damit haben wir 
eine Bestätigung bzw. einen neuen Beweis des auf S. 249 bewiesenen 



n. Ähnliche Überlegungen fähren zu der Auffindung der Schnitt- 
punkte einer beliebigen Baumkurve A mit einer Botationsfläche. In 
diesem Falle betrachten wir statt jenes Botationshjperboloids, die 
durch Botation Yon A um a erzeugte Fläche; deren Hauptmeridian 
schneidet jenen der Fläche in Punkten, deren Parallelkreise A in den 
gesuchten Punkten treffen. 

b) In dem Falle, daß g die Achse a trifft, oder parallel zu dieser 
ist, tritt an Stelle jenes Hyperboloids ein Kegel oder Zylinder; die 
Lösung bleibt im wesentlichen dieselbe, sie ist nur einfacher. Jedoch 
läßt sich diese nicht yerwenden, wenn g senkrecht zu a ist. Dann 
Ußt sich der in Nr. 235 angeführte Gedanke yerwenden. Wir legen 
durch g eine zur Achse senkrechte Ebene: es ist jene, die g' zur 
zweiten Spur hat (welche ja zur Grundlinie parallel läuft), und deren 
erste Spur im Unendlichen liegt. Sie schneidet die Fläche in einer 
Gruppe von Parallelkreisen, die leicht bestimmt werden können, auch 
wenn der Hauptmeridian nicht gezeichnet ist. Die Punkte, in denen 
ihre ersten Projektionen g' treffen, sind X', F' . . ., deren Ordinaten g" 
in X", F" . . . treffen, den Projektionen der gesuchten Punkte. 

295. Aufgabe Y. Ben Schnitt einer Botationsfläche mit einer 
beliebigen Kegel- oder Zylinderfläche zu finden. 

AuflSsnng. Wir betrachten einen beliebigen Parallelkreis der Bo- 
tationsfläche und projizieren diesen yon dem Scheitel des gegebenen 
Kegels aus; der projizierende Kegel hat mit dem gegebenen eine ge- 
wisse Zahl yon Erzeugenden gemeinsam, und diese treffen den Paral- 
lelkreis in einer gewissen Zahl yon Punkten, die offenbar jenem Schnitt 
angehören, und bei Variation des Parallelkreises die gesuchte Schnitt- 
kurye erzeugen. Ebenso ist zu yerfahren, wenn V im Unendlichen 
liegt, es sich also um einen Zylinder handelt. 

Um die Konstruktion auszuführen, nehmen wir an, daß, wie ge- 
wöhnlich, die Achse a = («',»") der Botationsfläche gegeben sei, senk- 
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recht zur Grundrißebene, und der Hauptmeridian M.^) Der Kegel sei 
gegeben durch seine Spitze V=(V', F") und (vgl. Nr. 253) seine Spur 
in der Grundebene ^ (Fig. 131). Wir betrachten nun den Parallel- 
kreis J7; dessen Aufriß in die zur Grundlinie parallele Gerade s^ fallt 
als Strecke M'N\ und dessen Grundriß TL' ein 
Kreis um a mit dem Durchmesser MN-=^ M"N" 
ist. Nun betrachten wir den Kegel, der 11 von V 
aus projiziert. Sein Aufriß wird begrenzt von den 
Geraden F'Jtf" VN'!, die die Grundlinie in M^^ 
und jY^ treffen mögen. Die Mitte 0^ von 
M^N^ ist der Aufriß des Mittelpunktes 
seines Spurkreises in der Grundebene und 
seine Achse V" 0^ (die auch durch die 
Mitte von M"N'' geht) projiziert sich im . 
Grundriß als V'a'^ weshalb 0^ der Schnitt 
von Va' mit der Ordinate von 0^ ist. Der 
Spurkreis K in der Grundebene ist also 
der um 0^ mit dem Radius 0^'M^ = 
O^N^ beschriebene Kreis. Er schneide ^ 
in X^, T^,.,y dann sind diese Punkte, die 
Spuren der Erzeugenden, die der gegebene 
Kegel mit dem projizierenden gemeinsam 
hat, also sind V'X^^V'Y^,.. der Grund- 
riß dieser Erzeugenden, und sie schneiden 
iJ' in X,Z'; F, F'; . . ., welche Punkte 
der Grundriß der gesuchten sind; die zu- 
gehörigen Ordinaten schneiden dann s^ in X'^yX.' 
nun s^ parallel verschoben, so entsteht punktweise die gesuchte Kurve. 

Wir überlassen es dem Leser die Konstruktion dem Falle anzu- 
passen, daß an Stelle des Kegels ein Zylinder tritt, der durch seine 
Spur in der Grundebene, und die Richtung seiner Erzeugenden ge- 
geben ist. 

Anmerkung. Im Falle, daß die Fläche ein Kegel oder Zylinder, 
und die Basis ^ ein Kreis ist, benutzt man besser Parallelebenen zur 
Grundebene als Hilfsfiächen; diese schneiden die fraglichen zwei Flächen 
beide in Kreisen, deren Darstellung sehr einfach ist. 

Zur Übung. Den Schnitt einer Rotationsfläche mit einem geraden Konoid, 
dessen Leitlinie parallel zni Rotationsachse ist, zn konstruieren. 

* 

296. Aufgabe VI. Den Schnitt zweier Rotationsflächen mit 
a) zusammenfallenden, b) parallelen, c) sich sehneidenden Achsen zn 
finden. 




1) Die folgende Lösung bleibt aber im Grunde dieselbe, wenn man die Ro- 
tationsfläche dnrch eine beliebige Ennre bestinunt. 
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AuflSsiiBg: a) Der Schnitt besteht offenbar aus den Parallelkreisen; 
die durch die Schnittpunkte der Hauptmeridiane der beiden Flächen 
gehen. Sollten die Meridiane nicht gegeben sein, so können sie wie 
früher (Nr. 292) angegeben konstruiert werden. 

b) Eine zu den beiden Rotationsachsen a und h senkrechte Ebene 6 
schneidet beide Flächen in zwei Gruppen von konzentrischen Kreisen; 
die Schnittpunkte der beiden Gruppen gehören alle der gesuchten 
Schnittlinie an^ die bei kontinuierlicher Bewegung von tf YoUständig 
erzeugt wird. XTm die Darstellung auszuführen^ stellt man zweckmäßig 
die Achsen a und h senkrecht zur Grundrißebene. 

Zur Übuniir« !• I^ie Konstruktion auszuführen für eine Kugel und einen 
Kegel. [Bemerkenswert ist, daß die Projektion der Schnittlinie auf eine Ebene 
die parallel zu der durch die Achse des Kegels und das Zentrum der Kugel 
gehenden ist, eine Parabel wird. ^) Femer ist zu beachten, daß man, um den 
vollständigen Aufriß der Kurve zu erhalten, zu bemerken hat, daß, wenn auch 
zwei Kreise sich nicht (in reellen Punkten) schneiden, dennoch die Verbindungs- 
linie ihrer Schnittpunkte, die Badikalachse, reell ist.] 

n. Man betrachte zwei gerade Kreiskegel mit parallelen Achsen und die Pro- 
jektion ihrer Schnittlinie auf eine zu diesen senkrechte Ebene. [Werden die 
Bezugsebenen passend gewählt, so lassen sich die beiden Flächen darstellen durch 

Die Projektion der Schnittkurve hat also folgende Gleichung: 



Hieraus folgt: Die Projektion ist der Ort soleher Punkte ^ deren Ab- 
stände von zwei festen Punkten {a^^ b^) und (a,, 6,) multipliziert; mit ge- 
gebenen Konstanten eine konstante Summe liefern , also ein Kartesisches 
Oval (s. S. 81). — Wenden wir hier das früher (Nr. 269) angefahrte Verfahren, den 
Schnitt zweier Kegelflächen zu konstruieren, an, so gelangen wir zu folgender 
planimetrischen Erzeugung des Ovals, die man Chasles verdankt: Gregeben zwei 
Kreise K^ und K, sowie ein Punkt T der Zentrale; man ziehe durch T Geraden, 
die K^ und K, in zwei Punkten schneiden. Die Radien von K^ zu den Schnitt- 
punkten und die von K, schneiden sich in vier Punkten, deren geometrischer 
Ort ein Kartesisches Oval ist. — Wenden wir aber das oben angeführte Verfahren 
b) an, so erhalten wir eine andere Konstruktion desselben Ovals, woraus man 
ersieht, daß es aus zwei geschlossenen Zügen besteht, von denen der eine ganz 
innerhalb des anderen sich befindet.] 

c) Schneiden sich die Achsen a und h der beiden Rotationsflächen 
in einem Punkte G, so führt ein von Monge erdachtes Verfahren zum 
Ziel Man denke sich um G mit beliebigem Radius eine Kugel be- 
schrieben; diese schneidet beide Flächen in Parallelkreisen^ da diese 
derselben Kugel angehören, so schneiden sie sich in zwei (reellen oder 
konjugiert imaginären) Punkten, und da die Kreise beiden Flächen 

1) Vgl. W. Rulf, Zur Durchdringung der Kugel mit dem geraden 
Kreiszylinder (Arch. f. Math. u. Phys., 2e Reihe, 11. Bd., 1892, S. 438) und 
Über die Entfernung einer Cnstetigkeit in der Geometrie (Monats- 
hefte far Math. u. Phys., IV. Bd., 1898, S. 178). 
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angehören^ so liegen die Punkte auf der gesuchten Schnittlinie. Va- 
riiert man den Kugelradius, so erhält man die Kurve YoUstandig. 

Zur Ausführung der Konstruktion nehmen wir für den Aufriß 
eine zu beiden Achsen parallele Ebene, dann fallen a' und V in eine 
zu a^j pftjrallele Gerade zusammen, die zugleich den Punkt C enthält 
(s. Fig. 132). Die beiden Flächen seien außerdem noch durch den Auf- 
riß V und jd" der in der Ebene ah gelegenen Hauptmeridiane be- 
stimmt. Eine um C mit dem beliebigen Radius r beschriebene Kugel 
schneidet die Ebene ah m 
einem größten Kreise, der 
sich im Aufriß in wahrer 
Größe als Kreis K" mit 
dem Radius r abbildet. K" 
schneide r' in M'\ Ä' in 
P". Ist JV^" der zu W in 
bezug auf a", ^" der zu 
P" in bezug auf h" sym- 
metrische Punkt, so stellen 
die Strecken Jf"JV",P"^" 
den Aufriß zweier Parallel- 
kreise der beiden Fachen 
dar, von denen der erste 
durch M^ der zweite durch 
P geht. Ist nun X" der 
Schnitt der beiden Strecken, 
so ist dieser der Aufriß 
eines Punktes der gesuch- 
ten Kurve. X' muß zu- 
nächst auf der Ordinate von 
X" liegen, ferner in einem Abstände von der Geraden a! = V gleich der 
wirklichen Entfernung XX'. Um letztere zu finden, legen wir die Ebene 
eines Parallelkreises, etwa des durch TQ gehenden der zweiten Fläche in 
die Ebene ah um; er gibt einen Kreis, dessen Umfang sich im Aufriß als 
ein Kreis mit dem Durchmesser P"C darstellt. Die in X!' errich tete 
Senkrechte schneide den Kreis in (X). Nun tragen wir X"(X) vom 
Schnittpunkte mit a' aus auf der Ordinate ab und zwar nach beiden 
Seiten, so daß wir zwei Lagen des Punktes X' erhalten. 

Um die Konstruktion noch leichter auszuführen, nehmen wir wieder 
eine zu a und h parallele Ebene als Aufrißebene und legen die Grund- 
ebene senkrecht zur einen Achse a. Dann ist C = a die Projektion 
von (7=(a6) (s. Fig. 133). V ist eine durch G" gehende Gerade, V 
ist parallel zur Grundlinie durch C gezogen. Außerdem seien noch 
im Aufriß die Meridiane f und A der beiden Flächen in der Ebene 
ah gegeben. Die um G mit dem Radius r beschriebene Kugel schneidet 




Fig. i»a. 
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nun die Ebene ab in einem größten Kreise^ der sich im Aufriß als K'^ 
in wahrer Größe abbildet, als Kreis um C" mit r beschrieben. K" 

schneide T in M" und A in P". 
M" mit dem zu a ' symmetrischen 
Punkte N^' bestimmen eine Strecke, 
die den Aufriß des Parallelkreises 
der ersten Flache darstellt, der 
durch M geht; sein Ghnndriß ist 
der Kreis 77' um a' mit dem Durch- 
messer M'N'^M"N". Ebenso 
begrenzen P" und der zu 6" sym- 
metrische Punkt Q[' eine Strecke, 
die der Aufriß des Parallelkreises 
der zweiten Fläche ist, der durch 
P geht. Haben nun P" Q" und 
M"N'' den Punkt X" gemeinsam, 
so ist dieser der Aufriß der beiden 
gesuchten Schnittpunkte. Seine Or- 
dinate schneidet 77' in X', X^'. 
Variieren wir r, so bekommen wir 
die Projektionen der gesuchten 
Schnittkurye punktweise. 

Anmerkungen. I. Die ange- 
führte Konstruktion kann durch ein 
besonderes Verfahren ersetzt werden in dem Falle, daß die Erzeugende 
der Flache eine Gerade ist^). Die Grundlage dieses Verfahrens bildet 
folgender Satz: Zwei Drehflächen 2. 0., deren Achsen parallel sind, 
schneiden sich in einer Kurve, deren Orthogonalprojektion auf diese 
Ebene ein Kreis ist^). Es seien nun (s. Fig. 134) a^{a\a') die 
Achse, r = (7^, r") die erzeugende Gerade der Drehfläche (die also 
ein einschaliges Hyperboloid ist) und r = (/, r") die schneidende Ge- 
rade. Wir zeichnen den Kehlkreis 77 der Fläche und bestimmen den 




Flg. 1S3. 



1) E. Rouch^, SuT Vinterseetion de VhyperhoMde de revoltaian etd'une droite 
(Nouv. Ann. de math^m. 8*»« Serie, T. I, 1882). 

2) Man beweist dies leicht, indem man beachtet, daß die beiden Flächen 
in der angegebenen Lage sich dorch folgende Gleichnngen darstellen lassen 

a(a;*4- y*) + ez*+ 2mx + 2ny +p = 0, 

eliminiert man hieraus z, so bekommt man 

(ae'-- a'e) {x*+ y") + 2(mc'~ fn'e)x+ 2 (t? c' — n'c) y + (pe'—p'c) = 0, 

welches einen Kreis darstellt, nnd die Projektion des Schnittes der Fläche auf 
die (Äquator-) A;y- Ebene ist. 



Digitized by 



Google 



5. Kap. Die Botationsflftchen. 



265 



Sclmitt B der. Geraden r mit seiner Ebene. Die durch B gehende Ver- 
tikale sei b] um b lassen wir nun die Gerade r rotieren^ die so einen 
Rotationskegel erzeugt. Die Eurve^ in der 
er die Flache schneidet trifft r in den ge- \ In* 
suchten Punkten. Die beiden Flächen, der > 
Eegel und das Hyperboloid be- 
finden sich nun in der im obigen 
Satze angeführten Lage, folglich 
projiziert sich ihr Schnitt im 
Grundriß in einen Kreis. Um 
letzteren zu bestimmen^ benutzen 
wir zwei horizontale Ebenen, deren 
zweite Spuren ^ und ^* sein mö- 
gen. Wir zeichnen die beiden Par- 
allelenpaare, in denen sie die bei- 
den Flachen schneiden; im Grund- 
risse mögen sie sich in P', Q', 
P*\ Q*', schneiden; diese Punkte 
gehören einem Kreise an der r 
in den Projektionen X', F' der 
gesuchten Punkte schneidet. X'\ 
Y" sind dann die Schnitte der 
entsprechenden Ordinaten mit r\ 
Somit ist die Aufgabe nur mit 
Zirkel und Lineal gelöst. 

n. Ein einfaches und sym- 
metrisches Verfahren, um den 
Schnitt zweier Rotationsflächen 
mit windschiefen Achsen zu 
finden, ist nicht bekannt.^) 

ni. Da man eine Kugel als 
Rotationsfläche mit oo^ Achsen auffassen kann, 
Schnitt derselben mit einer Rotationsfläche sowohl nach b) als auch 
nach c) auffinden. 

Zur Übung. I. Gegeben 1. eine Rotationsfläche mit vertikaler Achse a, 
2. eine Kugel mit dem Zentrum auf a, S. ein leuchtender Punkt: den von der 
Engel auf die Fläche geworfenen Schatten zu bestimmen. 

II. Den Schnitt zweier Rotationsflächen zweiter Ordnung, deren Achsen sich 
schneiden und zueinander senkrecht sind, darzustellen. Zu zeigen, daß die Projek- 
tion des Schnittes auf eine zu beiden Achsen parallele Ebene ein Kegelschnitt ist.*) 




Fig. 184. 



so 



kann man den 



1) Vgl. W. Fiedler, Die Darstellende Geometrie, XU. Aufl., Bd. n S. 625 
(Leipzig, 1886), wo eine Konstruktion für einen besonderen Fall dargelegt wird«. 

2) H. Drasch, Bemerkungen zum Aufsätze des H, Bvdf (Monatshefte f.^ 
Math. u. Phys., Bd. IV, 1893, S. 878). 
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297. Anfgabe YII. Die BerflhraBgsknrve einer Rotationsfläche 
mit den von einem außerhalb der Fläche gelegenen Punkte an sie 
gelegten Tangentialebenen zn bestimmen« 

AnflSsnng. Wir sclineiden die Fläche mit einer zur Rotations- 
achse senkrechten Ebene tf] dadurch erhalten wir einen (oder mehrere) 
Parallelkreise; längs deren die Fläche von je einem koaxialen Rota- 
tionskegel berührt wird^). Alle Tangentialebenen dieser Kegel sind auch 
solche an die Fläche, insbesondere trifft dies zu für zwei solche 
Ebenen^ die auch durch den gegebenen Punkt gehen^ und ihre Be- 
rührungspunkte gehören der gesuchten Kurve an. Bei Variation Ton 
6, mit Beibehaltung der Lage, variieren jene Punkte und erzeugen die 
gesuchte Kurve. 

XTm die damit skizzierte Konstruktion auszuführen, setzen wir voraus, 
daß die Fläche durch ihre Achse und den Hauptmeridian bestimmt sei, und 

bezeichnen die zur Grundlinie parallele Spur 
der Hilfsebene 6 mit s^] sie schneide (s. Fig. 
135) den^ufriß F^ des_ Meridians in Jf", 
M"',N'\N"', . . . (Jf ", N'', . . . symmetrisch 
zu M'\ N"y ... in bezug auf 
a'). Die Tangenten in den 
Punkten M'% M" an T" mö- 
gen d' in V" schneiden. Sie 
bilden dann den Umriß des 
die Oberfläche längs des Par- 
allelkreises irberührendenKe- 
gels. Esistnun77"=jtf"jg^", 
und n! ist der Kreis um d^Y' 
mit dem Durchmesser M!M' 
= M" M'\ TL nehmen wir als 
Basis des Kegels. Ist nun 
B. = (B; B") der Schnitt der 
Geraden OF mit der Ebene (f, 
so gehen die von an den 
Kegel gelegten Tangential- 
ebenen, außer durch F auch 
durch die von Ji an 21 ge- 
legten Tangenten x^ y, die sich im Grundriß als die von R an 11' 
gezogenen Tangenten darstellen. Ihre Berührungspunkte X', Y' und 
die Schnitte X", T" der Ordinaten mit Sg stellen Punkte der gesuch- 
ten Kurve dar. 

Anmerkungen. I. Die Konstruktion behält augenscheinlich auch 
ihre Anwendbarkeit, wenn im Unendlichen in gegebener Rich- 

1) Eine zweite Lösnng würde man erhalten, wenn man die Kugel betrach- 
tet, die die Fläche längs dieses Parallelkreises berührt. 




Pig. 136. 
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tung liegt, wie auch, wenn die Fläche durch eine beliebige Erzeu- 
gende bestimmt wird. 

II. Unsere Konstruktion ist im Grunde die der Konstruktion des 
Selbstschattens der Rotationsflächen im Falle, daß der leuchtende 
Punkt 'ist. Der der Fläche umbeschriebene Kegel mit der Spitze 
wird im allgemeinen die Fläche noch in einer weiteren Kurve treffen, 
die sich nach Aufgabe V konstruieren läßt; sie ist die Begrenzung 
des von der Fläche auf sich selbst geworfenen Schattens. 

Zur Übung. Den Selbstschatten einer offenen Bingfläche zn konstmieren^ 
foi den Fall^ daß die Lichtstrahlen zueinander parallel und parallel der Aufriß- 
ebene laufen, mit der Grrundrißebene aber einen Winkel von 45^ bilden. 

ni. Um die durch eine gegebene Gerade ^r an eine Rota- 
tionsfläche gehenden Berührungsebenen zu finden, nehmen 
wir auf g zwei Punkte und konstruieren die Berührungskurven der 
von diesen an die Fläche gezogenen Tangenten. Die Schnittpunkte der 
beiden Kurven sind die Berührungspunkte der gesuchten Ebenen. — 
Die Konstruktion kann durch eine in folgender Nummer angeführte 
einfachere Konstruktion ersetzt werden, sowohl wenn g im Endlichen 
L'egt, als auch im Falle, daß g im Unendlichen in einer bestimmten 
Ebene liegt. 

298. Aufgabe VIII. An eine Rotationsfläche die zn einer ge- 
gebenen Ebene parallelen Berfihrnngsebenen zn legen. 

AnflSsnng. Es sei a ^ (a', a") die ver- 
tikale Rotationsachse, F" der Aufriß des 
Hauptmeridians tr = pj, fj die gegebene 
Ebene. Wir legen (s. Fig. 136) 
durch a die zu ^ senkrechte Ebene 
6 ^\s^, Äg], die dann auch senk- 
recht zur gesuchten Ebene | = 
[a?i, x^ sein wird. 6 und r schnei- 
den sich in s, und diese Grerade 
wird auch parallel zu o? = <y| sein. 
Es ist daher x eine in 6 gelegene 
zu s parallele Tangente an den in 
6 liegenden Meridian. Um x zu 
finden, lassen wir 6 um die Achse a 
rotieren, bis sie parallel zur Aufrißebene ist, und bestimmen die neue 
Lage s*, die s infolge der Rotation annimmt. Eine zu 5*" parallele 
Tangente an F" kann man als die neue Lage a?*" von x ansehen. Drehen 
wir dann die Ebene 6 wieder in ihre alte Lage zurück, so erhalten 
wir x' und x" und die Spurpunkte X^ und X^ der Geraden x{p(f^s'^s^. 
Die durch X^ zu t^, durch X^ zu ^ gezogenen Parallelen (die sich 
natürlich auf der Grundlinie schneiden müssen, was eine Kontrolle 




Hig. 186. 
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för die Zeichnung gibt) sind dann die Spuren der gesuchten Ebene, 
Solcher Ebenen gibt es soyiele als es Tangenten an F" gibt parallel 

zu 5*". 

Aufgabe IX. Die durch eine gegebene Gerade gehenden Berflh- 
rungsebenen einer Rotationsfläche zu bestimmen. 

Auflösung. Gegeben seien die Achse a = {a\a^^j der Hauptmeridian 
V und die Gerade g^(jf,g")] 6 — [^i^^2] ^^i ^^^ ^^^ gesuchten 
Ebenen. Wir lassen g um a als Achse rotieren; dann entsteht (ygl. 
Nr. 291) ein einschaliges Hyperboloid^ fflr .welches auch g eine Tan- 
gentialebene ist. Sein Hauptmeridian sei die Hyperbel ^ (s. Fig. 137). 
Durch eine geeignete Drehung um a läBt sich nun | in eine zur Auf- 
rißebene senkrechte Lage bringen. Ist diese 1^^ so wird die erste Spur 

a?!* senkrecht zur Grundlinie a^, 
sein^ und x^* eine gemeinsame Tan- 




ö/r- 




Fig. 187. 



Flf. 188. 



gente an ^'' und F", man kann also diese Gerade konstruieren. Bringen 
wir nun g in die alte Lage zurück^ so wird x^ Tangente an denselben 
Kreis um a% der auch x{^ berührt, und muß durch den Spurpunkt S^ 
von g laufen, da auch ^ durch g gehen soll. Aus demselben Grunde 
muß x^ durch iS>2 laufen und den Punkt x^a^^ enthalten. Hieraus er- 
geben sich Xi und x^, die Spurlinien der gesuchten Ebene. In unserm 
Beispiel hat die Aufgabe vier Losungen. 

unsere Konstruktion yersi^ offenbar, wenn g senkrecht zu a 
liegt, weil alsdann bei der Rotation von g um a ein Kxeis entsteht, 
dessen Aufriß in g^' fallt. In diesem Falle legen wir durch a eine zu 
g senkrechte Ebene t^[t^^t^'\, diese ist dann eine Meridianebene, 
die auch durch die Berührungspunkte der gesuchten Ebenen geht 
Ihre Spuren sind t^^ das von a auf g' gefällte Lot, und t^y die im 
Punkte t^a^^ zu a^^ errichtete Senkrechte (s. Fig. 138). Es sei dann 



Digitized by 



Google 



6. Eap. Die Schiaubenflächen. 269 

B = (J?', iJ") der Schnitt von g mit r. Ziehen wir von R aus die 
Tangente s an den Meridian^ so bestimmt diese zugleich mit (/ die 
gesuchte Ebene. Um diese konstruieren zu können, lassen wir r um 
a rotieren bis es parallel zur Aufrißebene ist; dann nimmt R die neue 
Lage JB* = (R*\ iZ*") an und es sei D* = (D*', 2)*") der Berührungs- 
punkt der Tangente s an den Hauptmeridian. Bringen wir nun r in 
die alte Lage zurück, und erhält D* dabei die Lage D = (Z)', D"), so 
bestimmen D und g die gesuchte Ebene, deren Spuren x^ und x^ in 
bekannter Weise konstruiert werden können. 

Anmerkung. Aus der in dieser Nummer dargelegten Konstruk- 
tion folgt sogleich (ähnlich wie auf S. 260) der 

Satz. Die durch Rotation einer ebenen algebraischen Kurve von 
der Klasse k um eine in ihrer Ebene liegende Achse a erzengte 
Fläche ist im allgemeinen von der Klasse 2k; ist aber die Kurve 
symmetrisch zu a, so ist sie von der Klasse k. 

Zur Übuniir* !• ^^^ Rotationsfläche darznatellen, deren Achse in der Auf- 
rißebene liegt, aber nicht senkrecht zur Grundlinie ist, und deren Meridian eine 
in dieser Ebene liegende Kurve ist. [Ratsam ist, eine Verlegung der Grundriß- 
ebene zu Hilfe nehmen.] 

IL Eine Rotationsfläche in Zentralprojektion darzustellen. 

m. Man bestimme diejenigen Tangentialebenen einer Rotationsfläche mit 
vertikaler Achse, die durch einen bestimmten Punkt gehen und mit der Grund- 
rißebene einen bestimmten Winkel bilden. 

IT« Gegeben zwei Rotationsflächen mit vertikaler Achse; ist es möglich 
eine Ebene zu finden, die beide berührt' und mit der Grundebene einen gegebenen 
Winkel bildet? 

Sechstes Kapitel. 
Die Scbraubenfläclien. 

g 1. Definitionen und allgemeine Eigenschaften. 

299. Lassen wir eine beliebige Raumkurve F sich derart im 
Baume bewegen^ daß jeder ihrer Punkte eine gemeine (gerade Kreis- 
zylinder-) Schraubenlinie mit der festen Achse a von derselben Gang- 
höhe J? in bestimmten Sinne beschreibt, so entsteht eine Schrauben- 
fläche qT (auch helikoidale Fläche genannt), F heißt die Er- 
zeugende, a die Achse und S die Ganghöhe von q(! Man kann 
sich 6 auch entstanden denken durch gleichförmige Rotation von F 
um a zugleich mit einer gleichförmigen Verschiebung parallel zur 
Achse, die während einer vollständigen Umdrehung die Größe II hat. 
Es ist klar, daß man die Kurve F auch durch jede andere beliebig auf 
cT gezeichnete Kurve ersetzen darf, wofern diese nur alle Schraubenlinien 
der Flache trifft. Insbesondere kann man als Erzeugende einen durch 
die Achse gehenden Schnitt, den sog. Meridian, wählen. AUe Meri- 
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diane sind offenbar identische EurYen, und da sie aus unendlich vielen 
kongruenten Teilen bestehen, so sind sie überdies periodische Kurven. 
Wenn die Erzeugende F die Achse in einem Punkte 8 schneidet oder 
berührt, so reduziert sich die von S erzeugte Schraubenlinie auf die 
Achse; sie gehört dann der Fläche an, und diese ist dann geschlos- 
sen, im anderen Falle heißt sie offen. Die zur Achse senkrechten 
sog. Normalschnitte von c(| sind identische, also kongruente Kurven; 
dasselbe gilt auch für alle, durch zueinander parallele Ebenen erzeug- 
ten Schnitte ausgenommen, wenn sie zur Achse parallel sind. 

Die in der Definition benutzte Bewegung kann man zweckmäßig 
herbeiziehen, um Eigenschaften dieser Flächen zu entdecken oder zu 
beweisen. So ist klar, wenn ein Punkt P oder eine Ebene e eine be- 
stimmte Beziehung zu oT haben, daß diese auch fQr alle Punkte oder 
Ebenen stattfindet, die von P oder e durch die angenommene Schrau- 
bung erzeugt werden. Beispielsweise: wenn F einen Doppelpunkt D 
hat, so hat oT die durch D erzeugte Schraubenlinie als Doppellinie; 
ist Ä die Ebene, die oT in P berührt, so wird oT auch von allen ana- 
logen Ebenen längs, der durch P erzeugten Schraubenlinie bei-ührt. 
Hieraus folgt: Während die oo^ Punkte einer Schranbenfläche auf 
oo^ Schranbenlinien verteilt sind (mit derselben Achse und Ganghöhe), 
verteilen sich die entsprechenden oo^ Tangentialebenen anf oo^ ana- 
loge abwickelbare Schranbenflächen. Ist femer P ein parabolischer 
Punkt von oT, so sind auch alle entsprechenden Punkte parabolisch; 
folglich: Die parabolische Knrve einer Schranbenfläche besteht aus 
einer Gruppe von Schraubenlinien. 

Aus dem Vorigen ersehen wir nun, daß durch jeden Punkt von 
qT vier bemerkenswerte Linien gehen 1. die entsprechende Lage der 
Erzeugenden F, 2." eine Schraubenlinie, 3. ein Meridian, 4. ein Normal- 
schnitt. Die Tangenten an zwei von diesen Kurven in P sind not- 
wendig und hinreicheüd, die zugehörige Tangentialebene zu bestimmen» 
Im allgemeinen wird man die beiden ersten Kurven nehmen, da man 
(vgl. Nr. 220) die beiden Tangenten erhalten kann, wenn man nur die 
Tangente von F zu konstruieren weiß. 

300« Um eine bequeme analytische Darstellung der Schrauben- 
fläche zu erhalten, nehmen wir ein gewöhnliches kartesisches System^ 
in welchem die jer-Achse mit der Achse von oT zusammenfällt, und 
nehmen die parametrische Darstellung von F als bekannt an, näm- 
lich als 

x = m y~vit), '' = m (1) 

Dann ist die vom Punkte (t) erzeugte Schraubenlinie folgender para- 
metrischer Darstellung fähig, wenn u den Parameter und k die redu- 

S 
zierte Oanghöhe — bedeutet: 
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X = l(^) • cosM — 7i{t) • sinw 

y = |(^) • sinw + ^(0 • ®^SM •••••• (2) 

z = ?(0 + hu 
Bei Variation der ^ und u erhalten wir die oo* Punkte von oT; die 
Kurven ^»const. sind die oo^ Schraubenlinien, die u = const. die 
oo* Lagen der Erzeugenden von oR Setzen wir y = 0, so erhalten wir 
die in der rrjer-Ebene liegende ebene Schnittkurve dargestellt als 

x~VW+W, ^ = g(*)-Ä.arctg||; 
es ist der Meridian. 

Aus (2) folgt, wenn wir a;* + t/^ =» const. setzen, daß auch 
KO + '^(O ^ const., also auch ^ = const., also: Jeder mit cT koaxiale 
Ereiszylinder schneidet die Fläche in einer Gruppe von Schrauben- 
linien der vorhin betrachteten Art. 

Nehmen wir, was ja gestattet ist, als Erzeagende den (in der 
rrjßf-Ebene gelegenen) Meridian selbst, so wird die Funktion r^(t) iden- 
tisch = 0; die Gl. (2) vereinfachen sich dann zu 

^ = 1(0 • cosM, y = 1(0 • sint*, z = %{t) + Äw . . . (8) 

Die Punkte, für die ^\() » 0, haben einen Maximal- oder Minimal- 
abstand von der Achse und erzeugen im ersten Falle die Äquatorial- 
schranbenlinien, im zweiten Falle die Eehlschranbenlinien. 

Kennt man von dem in der 2:;er-Ebene gelegenen Meridian statt 
der parametrischen Darstellung die Gleichung 

/•(l,5) = 0,... . (4) 

SO läßt sich qT durch eine einzige Gleichung darstellen, die man er- 
hält, wenn man m, % g aus den GL (4) und 

X = 5-cosM, y = 5'sinw, z '^i + hu 

eliminiert; nun liefern diese 

I = y^ + yS w-arctg-|, g-^-Ä.arctg-|, 
also wird die Gl. (4) zu 

/•(V^My, *-Ä.arctg|-)-.0, (6) 

und dies ist die gesuchte Punktgleichung der Schraubenfläche. 

Zur Übung. Man wende die Gl. (6) an zur Untersuchung der Isophoten 
einer Schranbenfläche. 

Wenn man in Gl. (5) z = const. = z^ setzt, so bekommt man die 
Projektion der Kurve d, in welcher oT von der Ebene z ^ z^ ge- 
schnitten wird, auf die :rjjr-Ebene; J' ist identisch mit z/ und hat die 
Polargleichung 

/•(p, z^ — Ära) « 0. 
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Halten wir nun den Pol fest, verlegen aber die Polarachse in der 
Weise^ ^aB J8Q — h<o^hd, wo 6 die neue Anomalie bedeutet, so läßt 
flieh die vorige (Gleichung schreiben als 

f(.Q,he)~0, (6) 

und da diese nicht mehr die &röße 0^ enthält, so ergibt sich auch 
hieraus, daß alle Normalschnitte einer Schraubei^äche identische Kur- 
ven sind. Bemerkenswert ist nun, daß die durch (6) dargestellte 
Kurve ^ bzw. J aus der in kartesischen Koordinaten durch Ol. (4) 
dargestellten Kurve F durch die Transformation i^ Q, ^ »> %<d ent- 
steht, welche eine Yarignonsche Koordinatenverwandlung (s. S. 88, X) 
ist. Die obigen Darlegungen liefern also eine stereometrische Kon- 
struktion dieser Transformationskurve, die Ghasles^) zuerst bemerkt 
hat, indem durch jeden Punkt von J eine Schraubenlinie der Fläche 
geht, die die rrjer-Ebene in dem entsprechenden Punkte von F schneidet. 

301. Aus der allgemeinen Form für die Gleichung der Tangen- 
tialebene einer Fläche, deren Parameterdarstellung bekannt ist (S. 144), 
folgt f&r die durch (3) dargestellte Fläche 

x — i »cosw + 17 «sinu y — | -sinw -— i] -cosw ^ — (S + Au) 

|'*cosu— Y'sinw S'-sinw + i^'-cosM f ""^ C) 

— S-sinw — ^-cosw 6-cosM — ly-sinw h 

als GL der Tangentialebene, die, wenn man x, y, bIb gegeben an- 
sieht, auch in den Koordinaten t, u die Berührungskurve der Schrau- 
benfläche mit dem Kegel, dessen Spitze {x, y, z) ist, darstellt. Ins- 
besondere stellt die folgende Gleichung: 

cosa cos/) COS}' 

^'•cosw — iy'»sinM 5' Sinti + ly'-cosw ^ 

6 -sinw + n coBW I •cosw — ri »sinw h 

der Berührungskürve von 6 mit dem der Fläche um beschriebenen Zy- 
linder, dessen Erzeugende die Richtungskosinus a, /), y haben, dar. Da 
nun diese Gleichung von der Form ist 

p ' cosu + q • sinu + r «= 0, 

wo |>, g, r Funktionen von t bedeuten, und för jeden Wert von t zwei 
zwischen und 2% gelegene Wurzeln u zuläßt^), so folgt: Auf jeder 
Windung einer Schraubenfläche gibt es im allgemeinen zwei Punkte 
(reell und getrennt, zusammenfallend oder konjugiert imaginär) von 
der Art, daß die zugehSrigen Tangentialebenen einer gegebenen 



1) M. ChaBles, Apercu Äwtorigwe, Uöd. (Paria, 1876) Note Vm. 

2) Um dies zu erkennen, genügt es, als neae Unbekannte o» 
nehmen; dann erh&lt man eine in 1» quadratische Gleichung. 
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Geraden parallel lanfen. Diese Eigenschaft findet eine nützliche An- 
wendung bei der Untersuchung der Schattengrenze einer Schrauben- 
fläche, die von einem unendlich fernen Punkte aus beleuchtet ge- 
dacht wird. 

§ 2. Die Sohraubenregelfläohen. 

Von den Schraubenfiächen bieten ein besonderes Interesse die- 
jenigen^ die durch Bewegung einer Geraden erzeugt werden; es sind 
die sog. Schraub enregelflächen^ mit denen wir uns hier zuerst 
beschäftigen wollen. 

L Die abwickelbare Schraubenfläche. 

303« Bewegt sich die erzeugende Gerade derart, daß der Punkt Q, 
der den kleinsten Abstand r von der Achse a hat, eine Schraubenlinie 
durchläuft, deren Steigung x gleich dem Komplement des Winkels y ist, den 
die Gerade mit a bildet, so entsteht eine abwickel- 
bare Schraubenfläche. Oder anders ausgedrückt: 
Die PUlche wird erzeugt von den Tangenten 
einer gewöhnlichen Schraubenlinie 27, die dann 
(vgl. Nr. 197) die Rückkehrkante der Fläche ist.« 
Aus den Gleichungen (3) in Nr. 218 folgt, daß 
unsere Fläche analytisch auf folgende Weise dar- 
stellbar ist: 

X = r(cos^ — u • sin^), 

y =« r(sin^ + u • cos^), ^h(t + u). 

Nehmen wir für die graphische Darstellung von 
2J als Projektionsebenen dieselben Ebenen, wie 
die Eoordinatebenen, so projizieren sich die Er- 
zeugenden als Geraden, deren Darstellung wir 
seiner Zeit (Nr. 220) dargelegt haben. Um eine 
klare Vorstellung von der Fläche zu erhalten, 
bilden wir nur einen Teil derselben ab, indem 
wir den Tangenten eine bestimmte Länge l geben. 
Dann projizieren sich diese im Grundriß als Tan- 
genten von U' (s. Fig. 139) und erhalten alle die 

Länge Z'=»Z-cosx, wenn x die Steigung /tg3c=-ö — ) 

ist. Ihre Endpunkte liegen daher alle auf einem 

Kreise 2J^ vom Radius r^ = j/r^+T*. In Wirklichkeit liegen diese 

Punkte also wieder auf einer Schraubenlinie 2^, und diese hat die 

Steigung tgx^ «=» ^ ; im Aufriß liefert diese wieder eine Sinuslinie 

^". Ein Stück des zweiten Umrisses (in der Figur bei D beginnend) 




lig. 139. 



Loria-Sohfltt«: Dantelleade Oeometrie. IL Bd. 
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ergänzt dann das Bild der Flache ^). Je weiter wir uns yon der Achse 
entfernen, desto flacher werden die Schraubenlinien, so daß die Bloche 
nach außen hin immer mehr kegelförmig wird. 

Ein beliebiger Punkt P^ der Grundrißebene, der außerhalb des 
Kreises 2r liegt, in den sich die Schraubenlinie projiziert — denn 
die Fläche tritt nicht in das Innere des über 2J' errichteten Zylinders 
ein — ist Projektion von unzählig yielen Punkten der Flache. Um 
diese zu bestimmen, ziehen wir von P' an 27^ die Tangenten, die in 
Q' und R berühren. Sind nun Qf' bzw. R' irgendwelche von den 
entsprechenden Punkten des Aufrisses der Schraubenlinie, und q" bzw. 
/' die zugehörigen Tangenten, so liefert der Schnitt der Ordinate von 
P' mit ^' oder r" die Punkte P". In ähnlicher Weise kann man zu 
P" den Punkt P' finden. — Die Schnittlinie der Fläche mit der 
Grundrißebene, also auch mit jeder zur Achse senkrechten Ebene, hat 
die Gleichung: 

X ^ r(cos^ + t • sin^), y =» r(cos^ — t • sin^); 

sie ist daher eine Ereisevolvente (s. S. 86). Denkt man sich die 
Tangenten nach beiden Seiten verlängert, so erhalten wir die beiden 
Zweige der Kurve, und da diese unendlich viele Doppelpunkte hat^ 
so hat die Fläche unendlich viele Schraubenlinien als Doppellinien. 

Zur Übung^. Den Schnitt der abwickelbaren Schranbenfläche mit der 
Veriikalebene za bestimmen. 

IL Die Konoid-Schraubenfläche. 

303« Eine andere Schraubenregelfläche gehört den Konoiden an 
und heißt daher Konoid-Schraubenfläche (auch gerade, flachgängige, 
Minimalschraubenfläche, Meusniersche oder Schraubenfläche 
mit quadratischer Öffnung oft auch Wendelfläche genannt). 
Sie entsteht, wenn man von allen Punkten einer gewöhnlichen Schrau- 
benlinie die Lote auf die Achse f äUt. Da zwei beliebige dieser Geraden 
sich nicht schneiden, so ist diese Fläche nicht abwickelbar, um ihre 
analytische Darstellung zu erhalten, nehmen wir an, daß die Leitlinie 
in derselben Weise dargestellt sei wie in Nr. 216. Dann lassen sich 
die Erzeugenden offenbar darstellen durch zwei Gleichungen wie 

f-tgy, ^-Äflp, (1) 

und durch Elimination von q) erhält man als Gleichung der Fläche 



1) Verlängert man die Tangenten auch nach der anderen Seite, oder zeichnet 
das zu einer durch A gezogenen Horizontalen synunetrische Bild, so erhält man 
den andern Teil der Fläche, von dem man auch eine Vorstellung erhält, wenu 
man die Fig. 139 auf den Kopf stellt. 
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Grapliiscli läßt sich die Fläche leicht nach der Mongeschen Methode 
darstellen, wenn man die Leitlinie in der üblichen Weise darstellt 
(s. Fig. 140). Dann projizieren sich die Er- 
zeugenden im Grandriß als Geraden durch 
den Punkt a', im Aufriß als Senkrechte zu 
d\ resp. als Parallele zur Grundlinie. Auf 
jeden Radius aV projizieren sich alsdann 
unzahlig viele Erzeugende der Fläche, näm- 
lich alle diejenigen die zum Aufriß die Par- 
allelen zur Grundlinie haben, die durch die 
Schnitte der Ordinate von P' mit dem Au- 
friß der Leitlinie gehen. Will man nun für 
die Punkte, deren Grundriß M' ist, den Auf- 
riß finden, so braucht man nur die Schnitte 
der Ordinate von M' mit dem Aufriß g' 
derjenigen Geraden zu bestimmen, die aM' 
zum Grundriß haben. — Ist hingegen W 
gegeben, und man will M! finden, so zieht 
man durch M!' die Parallele zur Grundlinie 
und bestimmt den Schnitt P" mit dem Auf- 
riß der Schraubenlinie. Ist nun P' der ent- 
sprechende Punkt im Grundriß, so ist M' 
der Schnitt von aF mit der Ordinate 
von M\ 

304. Ein mit der Fläche koaxialer 
Zylinder, dessen analytische Darstellung ^^' ^^* 

^* + y^ = ü'> oder X = Z-coso, y = hsino) 

ist, schneidet die Fläche in einer Kurve, die durch diese und durch Gl. (1) 
dargestellt wird. Setzen wir nun jeae Werte von x, y in diese ein, 

80 erhalten wir tgco = ^; jene ist daher folgender Darstellung fähig 

a; = Z-cosa), y=«Zsin(D, z^h'(o (8) 

Die Schnittkurve ist also eine Schraubenlinie, die mit der gegebenen 
die Achse und die Ganghöhe gemeinsam hat^); solcher Linien enthält 
also die Fläche oo^, was auch mit der allgemeinen Bemerkung auf 
S. 270 übereinstimmt. Durch jeden Punkt M der Fläche geht eine 
solche Linie, und die Tangente an sie in M und die durch M gehende 
Erzeugende der Fläche bestimmen die Tangentialebene in M an die 
Fläche. Aus der Gl. (2) geht hervor (vgl. Nr. 218), wenn y der Winkel 
der Tangenten der neuen Schraubenlinie gegen die Achse ist, daß 




tgy 



^, oder 



Z-ctgy = h ist. 



1) Hiervon ist bei der Darstellung in Fig. 140 nützHche Anwendung gemacht. 

18* 
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Dies zeigt uns: Die gerade Schraubenfllelie wird von jedem koaxialen 
Zylinder in einer Schranbenlinie geschnitten, die d^e Enengenden 
des Zylinders nnter einem Winkel sehneidet, dessen Kotangens um- 
gekehrt proportional dem Radius jenes Zylinders isi^) 

unsere Fläche enthält aber noch oo* weitere Zylinderschrauben- 
linien. Schneiden wir sie nämlich mit einem geraden Ereiszylinder 
dessen Achse durch die Achse der Fläche geht, so wird dieser durch 
die Gleichung dargestellt werden: 

a?* + y* — 2rx • cos« — 2ry • sin« =- 0, 

oder durch das System 

X ^l{co8a + cosfo), y « Z(sina + sin©). 

Kombinieren wir diese Gleichungen mit (2), so erhalten wir 



8ina-|- flino 



tgx> 



cos ff -|- cos 
also wird ^ , , 

..Ä.tg(?±=). 

Dies zeigt uns, daß der Schnitt der betrachteten Schraubenfläche mit 
dem besagten Zylinder folgender parametrischer Darstellung fähig ist: 

rc = Z • cos« + r • coso, y^hsina + l- sin©, ^ =- -x-(a + «>).j 

Er ist daher eine Zylinderschraubenlinie , deren Ganghöhe die Hälfte 
der der gegebenen ist; sie hat den Namen exzentrische Schrauben- 
linie; es gibt deren cx>* auf der FUlche. 

Zu den exzentrischen Schraubenlinien gelangt man auch, wenn 
man die Linien gleicher Neigung k gegen eine zur Achse senkrechte 

Ebene sucht. Da nämlich fELr eine solche Kurve ^ »sinA sein mufi, 

so ist weiterhin dx^ + dy* — dir* • ctg*A, oder wegen Gl. (2) 

dx^ + dy* - Ä*ctgU.(darctg|-)*. 

Dies ist die Differentialgleichung der Horizontalprojektion der betr. 
Kurve. Führt man nun Polarkoordinaten ein, so wird 

dQ^ + Q^'do)* - ¥'otgnd(o*, 
oder , 



Wird integriert, und ist a die Integrationskonstante, so ist 

Q * tstX 

01 + « = arcsm J^ ^ 



1) P. Lucas, Memoire sur ks proprütes gSamSPriques de Varehe biaise, Joum. 
de l'Ec. pol. XXXym cah., isei, S. 9. 



Digitized by 



Google 



6. Eap. Die Schraubenflächen. 277 

und wenn man wieder zn kartesischen Koordinaten zurückgeht 

{x^ + y*)--|- =*= a: sina + ycosa. 

Nun stellt diese Gleichung einen Kreis durch den Anfangspunkt dar, 
also sind die Linien gleicher Neigung nicht verschieden yon den ex- 
zentrischen Schraubenlinien, wie oben gesagt war. 

Ein dritter Weg, um zu denselben Kurven zu gelangen, wird zu 
Ende der folgenden Nr. beschritten. 

305. Wir nehmen auf der Schraubenfläche eine Erzeugende e 
und legen durch sie eine beliebige Ebene T = pj, y» Dann betrach- 
ten wir eine beliebige Erzeugende g der Fläche und konstruieren den 
Punkt X=(X', X"), in dem g die r trifft (s. die vorige Fig. 140). 
Variieren wir g, so variiert auch X und beschreibt eine Kurve, von 
der man auch punktweise die beiden Projektionen erhalten kann. Um 
analytisch die erste Projektion zu bestimmen, wollen wir die Erzeu- 
gende e als die durch den Wert a des Winkels q> (vgl. Gl. (1)) fest- 
gelegte annehmen, dann hat die Gleichung von x die Form 

X • sin« -f- y • cosa -f- il{z — ha) == 0. 

Eliminieren wir is aus dieser und aus Gl. (2), so entsteht die Gleichung 
des Grundrisses der besagten Kurve; sie ist also 

X sina — y sin« -f- fAÄ(arctg — — !aj == 0. 

Gehen wir zu Polarkoordinaten über, bekommen wir 

Q sin(a — (d) + |Ei%(G) — «) =« 0, 
oder, wenn wir die Polarachse verlegen, indem wir a — o « ö setzen 

Diese Gleichung stellt nun die auf S. 85 beschriebene Quadratrix 
dar, und somit haben wir den folgenden: ^ 

Satz des Fappns: Schneiden wir die Wendelfläche mit einer 
durch eine Erzengende gehenden Ebene, so erhalten wir eine Kurve, 
deren Orthogonalprojektion auf eine znr Achse senkrechte Ebene 
eine Qnadratrix des Dinostratus ist. 

Zur Übnn^« !• Man konstruiere und bestimme die Gleichung der Hori- 
zontalprojektion des Schnittes einer beliebigen Ebene mit der geraden Schrau- 
benfläche. (Man erhält eine sog. verlängerte oder verkürzte Quadratrix.) 

II. Wie verhält es sich mit der Darstellung der Schraubenfläche in der 
Methode der kotierten Ebenen? 

Aus der 61. (2) ergibt sich die Gleichung der Tangentialebene 
in einem Punkte (:r, j/, z) der Fläche selbst als 
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h(Xy^Yx) + {Z^e)(x^ + y')-0, .... (4) 

wenn X, T, Z die laufenden Koordinaten sind. Wenn man hingegen in 
dieser Gleichung die X, r,Z als gegeben ansieht, so stellt sie eine Fläche 
dar, die die Schrauoe in der Berührungslinie mit dem ihr vom Punkte (X, 
F, Z) umbeschriebenen E^el schneidet. Diese Gleichung ist nun vom 
3*~ Grade in x, y, 0, also: Der scheinbare Umriß einer Wendelfl&che 
gesehen von einem in Endlichen gelegenen Punkte des Baumes ist 
eine transzendente Kurve, die aber auf einer algebraischen Fliehe 
dritter Ordnung liegt. Die Fläche enthält die Schraubenachse und 
die unendlich ferne Grade der zu ihr senkrechten Ebenen, von denen 
sie in Ejreisen geschnitten wird; letztere haben als geometrischen 
Ort ihrer Zentra einen Kegelschnitt, der in einer durch die Achse 
gehenden Ebene liegt. — Setzen wir nun 

X»-Z-cosa, F«»Z-cos/J, Z^hcoay, 

und lassen dann Z unendlich groß werden, so wird die Gl. (4) zu 

Ä(y-cosa — a?-cos/J) + {x^ + y') cosy = 0. ... (5) 

Folglich: Der scheinbare Umriß einer WendelflSche von einem un- 
en^ch fernen Punkte gesehen projiziert sich auf eine zur Schraub- 
achse senkrechte Ebene in einen Kreis. Die Gl. (5) stellt aber auch 
einen Zylinder dar, der die Achse der Fläche enthält, folglich können 
wir zufolge des früher (Nr. 305) Gesagten auch behaupten: Der schein- 
bare Umriß einer Wendelfläche von einem unendlich fernen Punkte 
aus ist eine exzentrische Schraubenlinie. 

in. Die windschiefe (geschränkte) Schraubenfläche. 

306. Die Definition der geraden Schraubenfläche läßt sich ver- 
allgemeinem. Denken wir uns nämlich wieder eine Schraubenlinie 27 
mit der Achse a und lassen eine Gerade sich so bewegen, daß sie 
stets U und a, und zwar letztere unter einem gegebenen Winkel l 
trifft, so entsteht die schiefe Schraubenfläche; sie heißt auch 
scharfgängige Schraube oder auch Schraube mit dreieckiger ÖfEhung. ' 
Sie kann natürlich auch durch die Schraubenbevwgung einer Geraden 
erzeugt werden, die die Achse unter dem Winkel k trifft. Ist g eine 
Erzeugende, sind Ä und G die Punkte in denen sie die a und 27 trifft, 
und fällen wir das Lot CB auf a, so ist in dem rechtwinkeligen 
Dreiecke ABC stets die Kathete BC gleich dem Radius r des Zy- 
linders auf dem 27 liegt, der Winkel BAC gleich l] also bleiben 
auch die andere Kathete AB^Jc und die Hypotenuse AC^l kon- 
stant. Also läßt sich die schiefe Schraubenfiäche auch dadurch er- 
zeugen, daß eine Gerade sich so bewegt, daß zwei ihrer Punkte A 
und B mit dem festen Abstände AB » l stets auf einer Schrauben- 
linie und deren Achse bleiben. Nehmen wir das Koordinatensystem 
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wie üblicli, so läßt sich eine Erzeugende^ als Verbindungslinie der 
Punkte (0, 0,hg> + h) und (r-cos^?, r-ning), hq)) darstellen durch die 

Gleichungen _^ y^ ^ ^_(fey^fe) 

f'COBfp f'Sinqp — k 

Eliminieren wir % so ergibt sich 

yVx^ + y» + ^-Ä-Ä arctg-|- = .... (6) 

und dies ist die Gleichung der Fläche (die natürlich für Ä; « in GL (2) 

übergeht). Setzen wir js ==^0 und führen gleich Polarkoordinaten ein, 

80 bekommen wir ]^ 

— () — Ä — Äo =» 0, 

welche Gleichung (s. S. 84) eine Archimedische Spirale darstellt. So- 
mit haben wir den Satz: Jeder Normalschnitt einer schiefen Schranb- 
fläche ist eine Archimedisclie Spirale.^) 

Wir wollen ferner die Berührungskurye unserer Fläche mit dem 
umbeschriebenen Zylinder bestimmen^ dessen Erzeugende mit den 
Eoordinatachsen die Winkel cc, ß, y bilden.*) Bezeichnen wir die linke 
Seite von (6) mit f^ so wird jene Kurve dargestellt durch 

f^O und l^.cosa + l^.coB/J + l^.cosy-0. 

Setzen wir für f seinen Wert, so erhalten wir 

k(x cosa + y cos/J) h(x coa j? — y cosa) , ^ ,„v 

-^^ , ^ ^^ ^^ rr-T ^ + cosy = 0. . . (7) 

Da diese nicht mehr enthält, so ist sie die Gleichung der Projek- 
tion der Kurve auf die n;y-Ebene. Um sie zu vereinfachen, setzen wir 
an Stelle der Koordinaten rr, y die neuen |, 1} durch folgende Bezieh- 
ungen definiert 

rc-cosa + y-cos/J «» 5-siiiy> a?-cos/J — y-cosa = lysiny. 

Dann wird ib-lsiny 



g.^./ + cosy = 0, 



oder wenn wir Polarkoordinaten einführen: 

_^ Atg/'sini» 



1 -] tgycosi» 



Dies ist eine Kaprikomoide (vgl. S. 81), die als charakteristische 
Konstanten A^h-igy und JR =» y hat. Der Fundamentalkreis der 

1) Vgl. hierzu die allgemeine Bemerkung über die Tarignonsche Transfor- 
mation in Nr. 300. 

2) Vgl. V.Poncele t, Application d'anälyse ä la geomitrie(PtLriB^ 1864) I. S.447« 
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Enrye ist also unabMngig Ton der Richtung der Erzeugenden des 
Zylinders. Die Kurve |liat einen reellen Doppelpunkt, wenn JL > JJ 

also wenn tgy > y • Nun ist aber ~- gleich dem Tangens des kon- 
stanten Winkels 3L, den die Erzeugenden der Schraubenflache mit der 
Achse bilden; folglich hängt die Existenz des Doppelpunktes davon 
ab, oh y^L Wenn X"^ y, so hat die Kurve unendliche Zweige, 
anderenfalls ist sie geschlossen. (Diese Bemerkungen erleichtern die 
Konstruktion des Schattens, den die schiefe Schrauben^che auf eine 
senkrechte Ebene wirft, unter der Voraussetzung, daß die Lichtstrahlen 
parallel auffallen.) 

Nehmen wir im speziellen a « , /J =- 0, y = « , so wird die 

Gl. (7) 

hr . 
^ = -.ctga). 

und stellt dann (S. 79) eine Kappa-Kurve dar; also können wir sagen: 
Der zweite scheinbare Umriß der schiefen Schranbenfläche projiziert 
sich in ^ne Kappa-Kurve. 

Zur Übung^. Man mitersiiche die Sohattenkurre einer schiefen Schranben- 
fläche fOr den Fall, daß die Lichtquelle im Endlichen lieget. ^) 

807. Stellen wir die Schraubenlinie 2J in Orthogonalprojektion 
nach der üblichen Weise dar, so ist auch die Darstellung der Fläche 

sehr bequem. Nehmen wir nämlich einen be- 
liebigen Punkt C = ((7, C) von 2] und den- 
jenigen Punkt Ä = ( J.', J.") auf a, dessen Kote 
um die Strecke k größer (oder kleiner) ist, als 
die von C, so ist ÄC eine Erzeugende g der 
Fläche. / ist der Radius Ä'C des Kreises U'. 
Es ist also leicht, g" zu konstruieren, wenn 
g' als eine durch a' gehende Gerade gegeben 
ist. Ebenso leicht ist es, wenn ein Punkt der 
Fläche im Grundriß als M' gegeben ist, das 
zugehörige M" zu finden (s. Fig. 141). Die 
Tangentialebene in Jf an die Fläche enthält 
außer der Erzeugenden g auch noch die Tan- 
gente t an die durch M gehende Schrauben- 
linie der Fläche, ist also leicht zu konstruieren, 
wie es in der Figur geschehen ist, wo f, t'^ 
die Projektion der Tangente, ^, ^ die Spur- 
linien der gesuchten Ebene bedeuten. 

1) J. de la Gourneiie^ Joum. de TEc. polyt., XXJQV cah., 1861. 
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IV. Die allgemeinen Schraubenregelflächen. 

808. Lassen wir in der Definition der schiefen Schraubenfläche 
die Bedingung fallen^ daß die erzeugende Gerade die Achse a treffen 
soll, so erhalten wir eine allgemeine Schraubenregelfläche, die 
die beiden früher behandelten Flachen als Spezialfälle in sich schließt. 
Wenn ^_^ y_5 ^_c 



(8) 



cosa cosß cOBy 

die Gleichungen der Erzeugenden sind^ und [man schreibt diese als 

x-= a + ^cosa, y = b + ^cos/J,| z^ c + ^cosy, 

und zieht die GL (2) hinzu^ so sieht man, daß die parametrische Dar- 
stellung der Fläche folgende Form annehmen kann 

X = (a + t'cosa) cosw — (& + ^ • cos/S) sinw 

y ^ (a + t'cosa) sinw + (b + t - cos/J) cosw 

jef =« + ^cosy + hu 

Diese Gleichungen vereinfachen sich, weim wir die n;j^-Ebene parallel 

zur Anfangslage der Erzeugenden nehmen; letztere läßt sich dann durch 

y ^b, SS ^ X - tgA + c 

darstellen, und diese sind gleichbedeutend mit den folgenden: 

a?=«^ y = fe, SS ^t » tgA + c. 

An Stelle Ton (8) können wir dann setzen 

X = ^cosw — 6sinw, y = <sinw + b • cosw, z « ^tgA + c + hu. (8') 

Nun liefern uns diese 

t u + — 
t^yx' + f--b\ |-»-^!^=tg(ti+arctg|), 



daher ist 



^-tgu 



u — arctcr — — arctff , 

oder auch 

u -= arc sm - — -^ — - — arcsm , = arcsm ^-^ *-4—, — i 

Y^^^y^ Yx^+y* «' + y* 

Setzen wir nun in dritte der Gl. (8') für t und u diese Werte ein, so 
ergibt sich: 

^ «y^^+^irp .tgX + c + A.arc sin yV^'+j'-^'-h x ^^^ 

als Gleichung der FULcH'e. — In dem Spezialfälle X-=0 sind alle Er- 
zeugenden parallel zur a;y-Ebene; alsdann wird Gl. (9) 

sf^c+ksTCsm^ — -^-^, — r .... (10) 

x + y* • "^ ^ 
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und stellt dann die Fläche dar, die die französischen Geometer „sur- 
face d'intrados de Tescalier ä noyaa plein'^ nennen; alle ihre Erzeagen- 
den sind parallel zu einer festen Ebene. 

Wenn man zur graphischen Darstellung der allgemeinen Regel- 
schraubenfläche Orthogonalprojektion nimmt^ und als Gh*undebene eine 
zur Achse a senkrechte Ebene wählt, so werden die Erzeugenden im 
Gh-undriB zu Tangenten §f eines Kreises mit dem Zentrum a\ der Ra- 
dius ist gleich dem kürzesten Abstand r der Geraden yon a. Dieser 
Ej-eis ist die Projektion der Eehl- oder Striktions- Schraubenlinie 
der FKche und zugleich der erste scheinbare Umriß. WiU man gf' 
erhalten, so betrachte man zwei beliebige Punkte P und Q von g, 
und zeichne die beiden Schraubenlinien, die yon P und Q beschrieben 
werden auch im Aufriß; so findet man P" und Q", deren Verbindungs- 
linie g" ist. 

Zur Übnn^« I. Nachzuweisen, daß der scheinbare Umriß einer allgemeinen 
Schraubenfläche, gesehen von einem beliebigen Punkte des Baumes aus, eine 
Kurve ist, die auf einer algebraischen Fläche liegt. — II« Den Fall^ daß jener 
Punkt im Unendlichen liegt, zu untersuchen. — UI« Diejenigen Schraubenlinien 
derselben Fläche aufzusuchen, die die parabolische Kurve der Fläche bilden. 



% 3. Einige darstellend geometriaohe Aufgaben über Sohrauben- 
fläohen im allgemeinen. 

309« Ist eine Schraubenfläche durch ihre Achse a, die Ganghöhe 
H und die Erzeugende F bestimmt, und man will sie in Orthogonal- 
projektion darstellen, so nimmt man zweckmäßig 
die Grundrißebene senkrecht, die Aufrißebene 
parallel zu a und zugleich parallel der j^jer-Ebene, 
so daß die y- Achse parallel zur Grundlinie wird. 
Sind dann die beiden Projektionen von F ge- 
geben, so lassen sich verschiedene Aufgaben 
über diese Flächen leicht lösen, wie wir jetzt 
zeigen wollen. 

I. Den Hanptmeridian punktweise zu kon- 
struieren. Diese Linie hat eine analytische Dar- 
stellung, die aus der Gl. (2) entsteht^ wenn man 
"*"* in ihr a: = setzt, oder 6 (t) • cos w — i? (t) • sinu == 0. 
Sie ist also: 




tgw« 



n(ty 



oder u = arctg 






Hieraus folgt dann 



' = UO + Ä-«ctgi|. 



(11) 



Vig. IIS. 

Betrachten wir nun (s* Fig. 142) einen beliebigen Punkt P = {P^, P'') 
von F und zeichnen den Kreis K mit dem Zentrum a' und den Ra- 
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dius hf der yon der positiven Richtung der y-Aehse in Ä geschnitten 
wird. Ist nun M' der Schnitt von a'Ä mit dem Kreise um a' mit 
dem Radius a'^P, so ist M' die erste Projektion eines Punktes des 
Hauptmeridians. Ist nun P^ der Schnitt von a'P' mit K, so ist offenhar 



arc PqJ.« 



A.arctgi|. Die Gl. (11) 



<^Poa'^ = «^arctg^, also 

zeigt uns aber^ dafi die Ordinate von M gleich der von P ist, ver- 
mehrt um den (etwa nach S. 63 rektifizierten) Bogen PqÄ, Ziehen 
wir also M'M^^ und P'Pjj senkrecht zur Grundlinie und tragen auf 
ersterem Pj2P"+arcPo-4 = Jf^^-M" ab, so erhalten wir den Aufriß des 
zu M' gehörenden Punktes M des Meridians; durch Variation von P 
erhalten wir alle anderen. 

II. Gegeben der Orandriß P' eines Punktes P der Fliehe, ge- 
snclit der Aufriß P". Analytisch ist die Aufgabe identisch mit der: 
gegeben die Koordinaten x, y von P gesucht z. Demnach folgt aus 
Gl. (2) 



Setzen wir nun 



V^ri\ 



1. 

X 



I Binu -f tj • cost* 
£coBU — t] • sinu 






80 haben wir 

tg^=-tg(w + 9)), 

oder ^ = u + 9) (mod 2ä), d. h. 

w =» ^ — 9) + 2t;r (wo Tc eine ganze Zahl). 

Der Punkt (|^ 17) ist daher einer der Schnitte 
<jf von r' mit dem Kreise K, dessen Zentrum a'y 
dessen Radius a'P' (s. Fig. 143), und es ist, wenn 
wir Bogen und Winkel einführen gezählt im po- 
sitiven Sinne 

also 

^a'P'q^fp^H,, und ir«g(0-arcPo(2o, 

wenn P^ und Q^ die Schnitte von aP' und a'(jf 
mit dem Kreise um a' mit dem Radius h sind. 
Fällen wir nun auf die Grundlinie die Lote P'P. 



12 




nnd Qf Qi^ und verlängern sie, so daß letzeres 

die r' in Q" trifft, so ist Q^^Q" - g(^); machen 

wir Pjg^«* QttQf' ^iid verkürzen ersteres um 

arcPoÖo, so daß P^^P'^ Öi2Ö"-arcPoöo, so 

ist P'' eine der gesuchten Projektionen. Unzählige andere liegen auf 

derselben Ordinate in Abständen von P", die gleich einem Vielfachen 



Fig. 148. 
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der Ganghöhe sind. Außerdem gribt es noch weitere Serien solcher 
Punkte, wenn F" den Kreis K öfter schneidet. 

IIL flegeben zwei Schranbenflächen mit gemeinsamer Achse nnd 
derselben OanghShe, gesncht die Schnittlinien. Diese sind offenbar 
Schraubenlinien mit derselben Achse und derselben Ganghöhe. Um 
sie zu finden, konstruiere man die Hauptmeridiane beider Mächen^ 
und bestimme deren Schnittpunkte: durch jeden von diesen geht eine 
der gesuchten Linien. 

lY. Die Schnittpunkte einer Schranbenflftche oT mit einer Ge- 
raden g zu bestimmen. Man betrachte die Schraubenfläche die mit 
qT die Achse und die Ganghöhe gemeinsam hat, aber als Erzeugende 
die Gerade g hat. Diese schneidet cT in einer gewissen Zahl Yon Schrau- 
benlinien, die nach UI zu bestimmen sind, und jede yon diesen trifft 
g in einer Anzahl yon Punkten, welche die gesuchfen sind. — ; In 
ähnlicher Weise lassen sich die Schnitte mit einer anderen Linie 
auffinden. 

y. Die Schnittlinie einer SchranbenflSche mit einer Ebene r 
zu konstmieren. Wir schneiden beide Flachen durch eine horizontale 
Ebene 6] wir erhalten so eine Eurye N und auf t eine Gerade s. 
N = N' erhalten wir aus den Meridian F durch eine Yarignonsche Trans- 
formation (S. 88); s' schneidet N' in Punkten, die dem Grundriß der 
gesuchten Eunre angehören, während die zugehörigen Ordinaten ^' in 
Punkten des Aufrisses schneiden. Variieren wir s^, so ändert sich N' 
in der Lage, bleibt aber sich selber kongruent; zu jeder Lage erhält 
man neue Punkte der gesuchten Eurye. Natürlich yereinfacht sich 
die Aufgabe, wenn zur Bestimmung der Schraubenfläche der Normal- 
schnitt N gegeben ist; in diesem Falle aber wird die Eonstruktion ein- 
facher, da N' immer identisch mit der gegebenen N ist. 

8 4. Untersuchung einer besonderenL Schraubenfläohe, nämlioh der 

Ton Saint Gilles. 

310. Eine Schraubenfläche, die als Hauptmeridian einen Ereis 

hat, heißt Schraubenfläche yon Saint Gilles^). Nehmen wir wieder 

die Achse der Fläche als jer- Achse, so läßt sich der Hauptmeridian 

darstellen durch . \« . / \« • 

{x — a)* + (z — cy «=» r* 

oder auch durch 

x=^ a + r ' cos^, y-^0, z ^ c + r * sin^. 
Demnach hat die Fläche die Gleichung 

iyx^ + y^ - a)« + (^ - Ä . arctg|- - c)* - r« « 0, . (12) 

1) So genannt, weil sie als Gewölbefl&che zuerst in der Probstei von Saint 
Gilles (Stadt in der Nähe von Arles, Südfrankreicb) angewendet worden ist. 
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und als parametrische Darstellung 

x=^(a + r* cost) cos w, y^(a + r' cos<) sinw, ^ c + rsint + hu. (13) 

Aus (12) schließt man, daß die Normalschnitte der Fläche sich in 
Kurven projizieren^ die folgende Polargleichung haben 

(q - ay -f (h(D - cf - r* = 0, 

Die Gleichung der Tangentialebene an die Fläche im Punkte {t^ u) 
wird sein 

aj — (a + rcos^)cosM y — (a + rcos^)sinw jer — (c + rsin^-j-Äw) 

— sin^cosw — sin^sinw cos^ =0.(14) 

— {a + r cost) sinw (a + r QO&t) cosw h 

Nennen wir den Winkel, den diese Ebene mit der icy-Ebene bildet, 

r> so ist {a + rcoBt)Bixit 

oosy = ^-^ ' • 

|/(ä+ r cos*)« + h^BinH 

Da dieser Ausdruck unabhängig von u ist, so ist y konstant für alle 
Punkte der einen von den 00^ Schraubenlinien, die die Fläche enthält 
Man kann also sagen: Ist JP ein Funkt der Saint Gillesschen Fläche 
und jt die zugehörige Tangentialebene, so bleibt Jt stets Tangential- 
ebene, wenn man sie zugleich mit JP an der die Fläche erzengenden 
Schraubung teilnehmen läßt. Dieser Satz ist offenbar ein Spezialfall 
der in Nr. 301 gemachten allgemeinen Bemerkung; wir haben ihn nur 
als Eontrolle abgeleitet. Für einen Punkt des Hauptmeridians, für 
den w = 0, wird Gl. (14) 

X — (a + r Qost) y z — {c + r sin^) 

— sinf cos^ = 0, 

(p, -\- r cos^) Ä 

oder 
[ic — • (a + r cos^)] cosf-(a + r cos^) — h sin^ • y + [^ — (c -f r sin^)] 

• sin^(a + r cos^) *» 0. 

Die entsprechende Normale hat also die folgenden Oleichungen: 

X — (a + r cosQ y z — ifi-^-r sint) ^ 

{a-\-r coßi) coBt — Ä sin ^ (« + »* cos t; sin* ' 

nun werden diese befriedigt, wenn man setzt 

rh- sini 






y = 



a + r-cos«^ '^ ''^ 

daher treffen alle Normalen der Fläche in den Punkten jenes Meridians 
die Geraden x== a, ^ c, und diese ist die im Mittelpunkte des 
Kreises auf seiner Ebene errichtete Senkrechte. Was nun für den Haupt* 
meridian gilt, gilt auch für alle anderen, und daher haben wir den Satz: 
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Die Normalen in den Pnnkten eines Meridiankreises der Saint Gil- 
lessehen Fläehe treffen alle die im Mittelpunkte des Kreises errich- 
tete Senkrechte. Die in analogen Punkten der oo^ Meridiankreise er- 
richteten Normalen bilden offenbar eine spezielle Schraubenregelfläche 
von der in Nr. S09 beschriebenen Art. 



311« Um die beschriebene Fläche graphisch darzustellen, nehmen 
wir die Aufrißebene parallel zur Ebene des erzeugenden Kreises F in 
seiner Anfangslage. Um eine bestimmte Vorstellung zu erhalten, wollen 

wir in unserer Fig. 144 annehmen, 
daß r die Achse a nicht schneide, 
und daß MN=(M'N\ M^N") der 
horizontale Durchmesser des Krei- 
ses r mit dem Mittelpunkte sei. 
Dann beschreibt M die Kehllinie M, 
N die Äquatorlinie N, und eine 
Schraubenlinie Q, die wir Zentral- 
linie nennen wollen. Diese drei 
Linien bilden sich im Grundriß als 
drei Ej-eise mit dem Zentrum a' und 
den Radien a'M\ a'N\ dO ab. M' 
und N' bilden den ersten schein- 
baren Umriß der Fläche. M", N", 
Q'' dagegen sind Sinuslinien von 
gleicher Wellenlänge aber yerschie- 
dener Amplitude. Jeder Punkt P von 
r erzeugt eine Schraubenlinie, die 
im Aufriß sich als eine ebensolche 
Sinuslinie projiziert, und die Enve- 
t^'loppe aller dieser Sinuslinien liefert 
den zweiten scheinbaren Umriß der 
Fläche; im Grundriß geht jene 
Schraubenlinie in einen Kreis mit 
dem Zentrum o! über. Umgekehrt 
ist jeder innerhalb von M' und N' gezeichneter konzentrischer Kreis 
die Projektion zweier auf der Fläche gelegener Schraubenlinien von 
derselben Steighöhe wie Q. Jede ra(Ual verlaufende Strecke ÄIS 
zwischen denselben Kreisen ist dagegen die Projektion eines Meri- 
dians r, der sich im Aufriß als Ellipse V abbildet, deren vertikale 
(große) Achse gleich dem Durchmesser von T ist, dessen kleine Achse 
Ä'B' gleich der Projektion von ÄIS auf die Grundlinie ist und 
stets mit ihren Endpunkten auf M" und N" liegt, während ihr Mittel- 
punkt Ol" auf Q" liegt. Die Enveloppe aller dieser Ellipsen liefert 
ebenfalls den zweiten scheinbaren Umriß. 
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Nach diesen Überlegungen ist ee leicht^ die Punkte der Fläche 
zn finden, deren Ornndriß ein gegebener^unkt JP^ ist Wir betrach- 
ten nämlich die Schianbenlinien O und O der Fläche, deren Projek- 
tion ^' der Kreis mit dem Radius a'F^ ist. Er schneide M'N' in 
P' und die Ordinate von P' schneide F in T' und F"^). Die durch 
diese Punkte gehenden Sinuslinien Q'' und O" schneiden nun die Or- 
dinate von Pj' in zwei Reihen von Punkten P^", Pg", deren jeder als 
Bild des gesuchten Punktes angesehen w«rden kann; die Strecken P^'P^' 
sind natürlich alle äquipollent mit P"Y\ 

Wir können gleichfalls eine Konstraktion der Tangentialebene in 
einem beliebigen Punkte Pj = (P^', P/') angeben. Diese muß sowohl 
die Tangente i an die durch P^ gehende Schraubenlinie als auch die 
Tangente u an den durchgehenden Meridian r\ enthalten. Die Pro- 
jektionen i^ (\ die Tangenten an den Kreis und die betreffende Sinus- 
linie sind; können wir konstruieren, u fällt mit A^B^ zusammen; 
u" ist Tangente an die vorhin beschriebene Ellipse F^', deren Mittel- 
punkt 0/' war. Konstruieren wir in bekannter Weise deren Brenn- 
punkte F und G (s. Fig. 144), halbieren den Winkel PP/'Ö und er- 
richten auf der Halbierungslinie in P^" die Senkrechte, so haben wir 
u". Die Spurlinien der gesuchten Ebene werden dann |in bekannter 
Weise konstruiert. 

Schließlich wollen wir noch die Gleichung des zweiten schein- 
baren Umrisses entwickeln. Wir nehmen die Ol. (14), setzen darin 
X ^l cosa, y ^l ' cosjS, z ^l- cosy und lassen dann l nach oo hin 
wachsen; wir erhalten dann die Gleichung 



cosa 


cos^ 


cosy 




— (a + r coBt) sinw 


(a + r coBt) cosw 


h 


-0, 


— sin^ • cosw 


— sin^ • sinw 


COBt 





die die Berührungslinie der Tangentialebenen an die Flache darstellt, 
die parallel zu der Geraden sind, die mit den Achsen die Winkel a, 

/J, y bildet. Für den Spezialfall a«y = Y, j8— »0 erhalten wir 

-- (a + r COBt) sinw • cos^ + h sin< • costi — » 
oder 

tg„ — |:ML_ (16) 

Die Fig. 144 zeigt die merkwürdige Gestalt dieser Kurve. 

Diese Gleichung kann nun benutzt werden, um den scheinbaren 
zweiten Umriß der Fläche zu konstruieren, indem man auf derjenigen 
Schraubenlinie, die dem Parameter t entspricht, den zugehörigen 
Punkt (u) bestimmt der dem Umriß angehört (s. Fig. 145). Ist näm- 

1) Die drei letzten Punkte sind in der Figur nicht gezeichnet. 
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lieh P = (P', P") der Punkt des Haaptmeridians von dem jene 
Schraubenlinie ausgeht, so ist zunächst ^P"(/'N"^t Es sei nun 
E der Schnitt von M"N" mit a", und O'F gleich der reduzierten 
Ghtt^höhe ä, K der Schnitt der Ordinate P'P" mit JT'JT', und G 
der Punkt, in welchem (/'P*" von der in P zu M"K' errichteten 
Senkrechten getro£Fen wird. Dann ist FQ «- & • tg^, und 

EK ^a-^-T' cos*. 

Die ParaUele durch G zu M"N" treffe 
nun die Ordinate P'P" noch in H. 
Verbindet man dann H mit E, so ist 

HK^FG^h'\%t 




und 



tg5£iC-|{. 



^'tg< 
a -f- r • cosi ' 



Diese Beziehung mit Gl. (15) verglichen 
beweist, daß 
mg. 1«. ^HEK^u. 

Zieht man nun im Grundriß die Parallele zaJSH, so schneidet sie den 
Kreis um a' mit a'P* beschrieben in A' und J.'; jeder dieser Punkte ist 
erste Projektion einer Reihe von Punkten des zweiten scheinbaren 
Umrisses der Fläche, und diese sind die Schnitte der Ordinaten mit 
der zu P" gehörenden Schraubenlinie. Der Ort der Punkte Ä, Ä' 
(d. h. die Horizontalprojektion des zweiten scheinbaren Umrisses) ist 
eine algebraische Kurve 8^' Ordnung, deren Gleichung das Resultat 
der Elimination von aus der GL (12) und ihren Abgeleiteten in 
bezug auf y ist. 

g 5. Einiges über andere Scbraubenfläohen. 

312« I. Mit dem Namen colonne torse (gewundene Säule) be- 
zeichnen die französischen Geometer eine Fläche, die erzeugt wird von 
einem Kreise, dessen Ebene stets horizontal bleibt, und dessen Mittel- 
punkt sich auf einer Schraubenlinie mit vertikaler Achse bewegt^ bei 
der der Zylinder, auf dem die Schraubenlinie liegt, denselben Radius r 
wie jener Kreis hat. Ist wieder h die Steigung der Schraubenlinie, 
so hat sie die Gleichungen: 

a; =- r • cosg?, y — r • siny, js =- htp (1) 

Die Gleichung der Fläche ist nun das Resultat der Elimination von 
(p aus den Gleichungen 

(x — r cos<py + {y — r singp)* =- r*, 0^ Ä9; 

sie ist daher 



a;i + y2 _ 2R{x cos^ + y siu -^) - 0. 



(2) 
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Die Fläche kann auch dargestellt werden darch die drei Gleichungen 

a; ==» r (cosqp + cos^); y «= r (sing? + sin ^), z^htp, . (3) 
oder durch 

x^2r- cos '^■-^•cos ^-^, y = 2r sin ^-^.cos^^, z^htp. (3') 

Die Koordinatenlinien auf der Fläche sind dann die Kreise (p » const. 
und die Schraubenlinien t « const. Betrachten wir eine beliebige 
dieser Schraubenlinien, so hat die Tangente in einem ihrer Punkte 
die Oleichung 

x — r (cogqp + cos if)) y — r(8iny + Bint/>) ^ z —htp , - s 

— rsin^ "^ r-cosg? ^^ h ^ ^ 

Wenn wir in dieser Gleichung tp =» const. nehmen und ^ variieren 
lassen, so erhalten wir die oo^ Tangenten an die Schraubenlinien der 
Fläche in den Punkten eines und desselben Kreises; durch Elimination 
von "^ erhalten wir also die Gleichung des Ortes aUer dieser Tangen- 
ten. Nun kann man (4) auch schreiben als 

{x '- r cos 9) + -X- (^ — Äqp) sin ^p = r cos V', 

{y — r siny) — -j-(0 — h(p) cosy =- r sini/;. 
Quadrieren und addieren wir, so wird 
{x — r C0S9)* + (y — r sin 9)* + m (^ "" ^vY + X (^ "" *^) (^ ^^^ "" 



oder auch 



- y COS9?) =- r* 



^* + y* — 2r (a; cosy + y sing?) + rt (^ — Äqp)* + -j- {is '-h(p){x am(p — 

— y cosy) = 0. 

Der geometrische Ort der Tangenten an die Schranbenlinien der 
Fläche in den Punkten eines erzengenden Kreises der gewundenen 
Säule ist also ein einschaliges Rotationshyperboloid^). 

Aus der Gl. (2) folgt 

|J=»2(y~rsin|); 

nun erhält man den scheinbaren Umriß der Fläche projiziert auf die 
iC^gf-Ebene durch Elimination von y aus der Gleichung der Fläche 

(a;-~rcosy)V(y-^8in-J)*=:r« und |^ = 0, 

er ist also g 

a? =- ± r + r cos tj- • 

1) Th. Olivier, Memoires de geometrie descriptive (Paris, 1861), S. 85. 
Loria-Schfltte: DartteUende Geometri«. IL Bd. 19 
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Diese Projektion besteht also aus zwei kongruenten Sinuslinien mit 
der Amplitude r.^) 

um die Gleichung des Schnittes einer durch die Achse gehenden 
Ebene mit der Fläche zu bekommen^ können wir setzen 

ic — w cosfi, y — » w • sin^, j? — v. 

Dann wird Gl. (2) zu 

u* — 2!irf cos y cosfi + sin ^ sinfij -= 0, 

oder auch 

f* -2r co8(y-^), 

also: 

Die Achsenschnitte unserer Fläche bestehen ans einem Paar kon- 
gruenter Sinuslinien'). 

um die Schattengrenze der von parallelen Strahlen der Richtung d 
beleuchteten gewundenen Säule zu finden, beachte man, daß (wie oben 
gezeigt wurde) die Tangenten an die oo^ Schraubenlinien der Flache 
in den Punkten eines Erzeugerkreises F ein einschaliges Hyperboloid 
bilden; daraus folgt, daß die zur Richtung d konjugierte Durchmesser- 
ebene jener Fläche den Kreis F in einem Punktepaar schneidet, das 
der gesuchten Linie angehört'). Ihre Projektion auf die xy-Ehene ist 
eine algebraische Kurve. Um das zu beweisen und ihre Gleichung 
zu ermitteln, wollen wir mit cos>l sin;/, sinjl sin;/, cos;/ die Richtungs- 
kosinus der Geraden d bezeichnen^) und beachten, daß aus Gl. (2) folgt: 

1^ -2(a;-r cos -J), 

df 



df 2r/ . z z\ 



(6) 



dz 

Wenn wir nun statt der kartesischen Koordinaten x, y Polarkoordi- 
naten p, (D einführen, so werden die GL (2) und (5) zu 

p = 2r cos (y ~ ß>) W 

und 

|^-2(pcos<D-rco8y), 

|J».2(psina)-rsin|^), 
df 2rQ . (z \ 



1) Olivier, a. 0. S. 101. 2) Daa. S. 266. 8) Daa. S. 262—68. 

2) Was ja erlaubt ist, da die Summe der Quadrate dieser Größen gleich 1 ist. 
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Demnach wird die Gleichung des umbeschriebenen Zylinders sein 

pcos (co — A) — r-cos(-jr- ~ '^j + X ^^Vh "" ®) ^*^^ "^ ^' * (''^ 
oder wegen der 61. (6) 

p-cos (© — >l) — — + y sin(y— ©Vctgy — 0. 
Weil nun 

r-cos (-J- - (o) - -|-, r-sin (^ - ©) - Ä [y - cos (© - X)j ctgy, 

so ergibt sich schließlich 

r*«- 5^ + Ä«[|-cos(<D-A)JctgV .... (8) 

als Polargleichung der Horizontalprojektion der Schattengrenze, und 
es ist leicht einzusehen, daß diese Kurve algebraisch ist. 

313« Stellen wir die Fläche in Orthogonalprojektion dar, so 
bilden sich die erzeugenden Kreise im Grundriß in wahrer Größe als 
Kreise mit dem Radius r, alle durch 
a' gehend ab; sie umhüllen einen 
Kreis mit dem Radius 2r um a\ der 
den ersten scheinbaren Umriß der 
Flache darstellt. Im Aufriß gehen 
alle Kreise in Strecken von der Länge 
2r über parallel zur Grundlinie und 
mit dem Mittelpunkte auf der (die 
Leitschraubenlinie 2] darstellenden) 
Sinuslinie 2" gelegen. Die End- 
punkte, die den zweiten scheinbaren 
Umriß der Fläche liefern, liegen also 
auf zwei mit 2?" kongruenten Sinus- 
linien (s. Fig. 146). 

Angabe. Gegeben die erste Pro- 
jektion P' eines Pnnktes, gesneht 
die zweite P". Eine reelle Lösung 
erhalten wir nur, wenn P' innerhalb 
des Kreises mit dem Radius 2r liegt. 
Der Punkt P gehört irgend einem 
Kreise der Fläche an, dessen Zen- 
trum auf 27 liegt. 0' liegt also 
auf dem Kreise 27' und wird gefunden 
als einer der Schnitte des mit r um ^* ^*^* 

P' beschriebenen Kreises. Die Ordinate von (/ schneidet 27" in 0"; 
durch 0" ziehen wir die Parallele zur Grundlinie; diese wird von der 
Ordinate von P" in P' getroffen. Auf jeder Windung liegen zwei 

19* 
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292 lU. Buch. Flftchan. 

Punkte die P' zugehören. — In umgekehrter Weise kann man rer- 
fahren,. um von P" nach P' zu gelangen; auch hier erhält man zwei 
Lösungen, der eine Punkt (P^') liegt auf der Vorderseite, der andere 
hinten (PjO- 

Nach Th. Olivier bilden die Tangentialebenen der Fläche in den 
Fnnkten eines Erzengerkreises einen Zylinder^). Ermitteln wir nun die- 
jenigen dieser Ebenen, die einer gegebenen Richtung d parallel sind, 
so schneiden die zugehörigen (berührenden) Erzeugenden des Zylin- 
ders den entsprechenden Kreis, in Punkten der Linie der Schatten- 
grenze, wenn die Fläche in der Richtung d beleuchtet wird; somit 
kann jene Linie graphisch gefunden werden^. 

314. U. Bewegt sich ein Kreis mit festem Radius r so, daß sein 
Mittelpunkt eine Schraubenlinie 2 durchläuft, während seine Ebene 
stets senkrecht zu 2J yerbleibt, so entsteht eine Schraubenröhren- 
fläche (Serpentine, auch Schlangenrohr genannt). Diese Fläche 
kann auch erzeugt werden als Enveloppe aller Kugeln von festem 
Radius, deren Mittelpunkte auf 2 liegen. Da sich nun, bei Anwen- 
dung der Mongeschen Methode, diese Kugeln stets als Kreise proji- 
zieren, so ist der zweite scheinbare Umriß der Fläche die Enveloppe 
aller Kreise, deren Mittelpunkte auf der Sinuslinie 2'' liegen, d. i. 
die Parallelkurve der Sinuslinie, und somit leicht zu zeichnen. 
Der erste scheinbare Umriß besteht offenbar aus zwei konzentrischen 
Kreisen, wie bei der Saint öillesschen Fläche. Die Schraubenröhren- 
fläche ist nicht nur in mathematischer Beziehung interessant, sondern 
auch technisch von Wichtigkeit. 

316« in. Unter den Schraubenflächen ist von theoretischem Stand- 
punkte noch bemerkenswert die logarithmische Schraubenfläche: 

1) Beweis. Aus Gl. (9) auf S. 144 folgt, daß die Gleichung der Tangen- 
tialebeneD an die besprochene Fläche lautet: 

\x— BcoB€p — BcoBip y — JRsinqp — üsini/y z — hip 

— iJsinqp Bco%tp h «=0. 

— JRsint/; BcosTj) 

Daher wird die allgemeine Gleichung der Ebenen, die die Fläche längs des 
Kreises 9 a> g)^ berühren, sein 

2 
xcoBij) — y sin -^ + ^ sin (9^ — i/f) -j- A; = 0, 

wo k eine Konstante von bekannter Bedeutung ist; nun ist aber diese Ebene, 
welchen Wert ip auch haben möge, stets parallel zu der Geraden 

X ^ y ^ z 
sin qpo cos 9o 1 

^X 
demnach umhüllen jene <x>^ Ebenen tatsächlich einen Zylinder. 

2) Olivier, a. 0. S. 261. 
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sie entsteht durch Bewegung der logarithmischen Kurve (S. 83)^ 
wenn ihre Asymptote zugleich die Schrauhenachse ist. Wir wollen 
hier nur diejenigen Eigenschaften angeben, die für die Darstellung 
der Fläche von Nutzen sind, indem wir es dem Leser überlassen, die 
entsprechenden Konstruktionen auszuführen. Es sei 

* 

a; = ae* (1) 

die Gleichung der Kurve; dann ist h der bekanntlich konstante Wert 

der Subtangente. Die Gleichung der erzeugten Fläche wird dann sein 

y 
f — Aaro • tg-^ 



yx^ + y^-ae * =»0 (2) 

Der Schnitt der Fläche mit der Ebene z -= c projiziert sich auf die 
a;y-Ebene als die logarithmische Spirale 

c — Aft» 

q^ae . (3) 

Variieren wir c, so rotiert diese Kurve um den Pol, dabei sich stets 
kongruent bleibend. Eliminieren wir e aus Gl. (2) vermittels einer 
Differentiation, so bekommen wir die Gleichung 

K'^y'^l^^i't-y)-^ W 

aus der folgt, daß die Linien größter Neigung sich auf die a;^-Ebene 
projizieren als die cx>^ Integralkurven folgender Differentialgleichung: 

*(»-»^+»(-*§v~')~" 

*(. + ,|9-*(«i|-!,)-0 (6) 

Nun entsteht die Differentialgleichung (5) aus (4) durch Verwandlung 
von h und Ä in — Ä und Ä, also sind die Litegralkurven von (5) von 
derselben Art, wie die von (4). Also: Die Projektionen der Linien 
gleicher Neigung einer logarithmisclien Schranbenfläche anf eine znr 
Achse senkrechte Ebene sind logarithmische Spiralen. 

Die allgemeine Gleichung der Tangentialebene an die Fläche (2) ist 

Ä[(X- x)x + (F - y)y] + h {xY ^ yX) - (Z- z) (x^+y') - 0, (6) 

wenn x, y, z die Koordinaten des Berührungspunktes sind, Z, F, Z 
die laufenden. Machen wir hierin X = F = 0, so bekommen wir 

Z-jer — Ä, 

woraus wir schließen: Die Tangentialebene der logarithmischen Schran- 
benfläche^ im Punkte JP schneidet die Flächenachse in einem Punkte 
Qj dessen Ordinate gleich der nm die Konstante k verminderten 



oder 
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Ordinate von P ist. Folglich ist die Tangentialebene an die Flache 
durch die Tangente an die durch P gehende Schraubenlinie und durch den 
Punkt Q bestimmt. Aus dem letzten Satze schließt man femer: Die 
sämtlichen Tangentialebenen einer logarithmischen Schranbenflftehe in 
den Punkten eines Normalschnittes bilden einen Kegel, dessen Spitze 
anf der Flächenaehse liegt. 

Machen wir in der Gl. (6) Z = 0, so wird diese 

X (kx - hy) + T(ky + hx) + {ß-h) (x^ + y') - 0, 

und stellt dann die Spurlinie der Tangentialebene in der rry-Ebene 
dar. Ist nun P' die Projektion des Punktes P auf diese Ebene, so 
ist die Oleichung der Geraden OP* 

Xy-^Tx'^ 0, 

und nennen wir den Winkel, den diese mit jener Spur bildet [i, so 
findet man . k 

folglich: Der Winkel, den die Spnr^der Tangentialebeiie eines Punk- 
tes P der logarithmischen Schranbenfläche mit der Spur des durch 
P gehenden Achsenschnittes macht, ist konstant. 

W-enn man in Gl. (6) die X, T, Z als gegeben ansieht, so stellt 
diese im Verein mit (5) die Berührungskurve der Fläche mit den 
Yom Punkte 0(X, F, Z) an sie gezogenen Tangenten dar. Diese 
Eurre gehört, obwohl sie transzendent ist, einer algebraischen Fläche 
an, nämlich der Fläche dritter Ordnung, die durch Gl. (6) in x, y, js 
dargestellt wird. Wenn im speziellen C ins Unendliche verlegt wird, 
in einer bestimmten Richtung, so wird Gl. (6) zu 

xQc cosa + h cos/J) + y{k cos/J — h cosa) — a cosy • (äj* + y*) . (7) 

Da nun diese Gleichung ß nicht mehr enthält, so stellt sie die Or- 
thogonalprojektion jener Berührungskurve auf die o^y-Ebene dar, ande- 
rerseits aber stellt sie einen Ereis durch den Anfangspunkt dar mit 

dem Radius ^^— — tgy. Wir haben also: Wird eine logarithmische 

Schraubenfläche von parallelen Lichtstrahlen beleuchtet, so ist die 
Schattengrenze die Schnittlinie der Fläche mit einem dnrch die Achse 
gehenden Ereiszylinder. 

Zur Übung« Stelle das durch einen koaxialen Ereiszylinder begrenzte Stück 
einer einzelnen Windung der log. Schranbenfläche in Grund- und Aufriß dar. 
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Yon Gino Loria erschienen im gleichen Verlage: 

Vorlesungen über darstellende Geometrie. 

Deutsche Ausgabe von Prof. f ritz Schütte. 

In 2 Teileo. 

Erster Teil: Die Darsteiiungsmethoden. 

Mit 168 Figuren, gr. 8. 1907. In Leinwand geb. M 6.80. 

,,Da8 Werk Lorias unterscheidet sich von anderen Lehrbüchern des 
Gegenstandes durch eine eigenartige Auffassung von der Aufgabe der dar- 
stellenden Geometrie, durch eine dementsprechende neue Abgrenzung des in 
dies Gebiet tu ziehenden Stoffes und durch eine durch die wissenschaftliche 
Höhe dieses Forschers geeebene ebenso abschließend fertige Behandlung wie 
durchsichtig klare Darstellung der Lehren der darstellenden Geometrie. 

Vorkenntnisse irgendwelcher besonderer Art setzt der Verfasser nicht 
voraus. Behandlung und Darstellung der Lehren zeigen aber überall den Meister 
geometrischer Forschung. Die leitenden Gesichtspunkte und die allgemeinen 
Methoden, durch die sich die Einzelprobleme nachher spielend bewältigen lassen, 
werden herausgeschält und in leicht faßlicher Weise dargestellt, in einer durch- 
sichtigen Klarheit, über die nur verfügt, wer so hoch über seinem Stoffe steht 
wie der Verfasser." (Monatsschrift fiir bSbere Schulen.) 

Spezielle algebraische undtranszendenteebeneKurven. 

Theorie und Geschichte. 

Deutsche Ausgabe von Prof. Fritz Schütte. 

2. Auflage. 2 Bände, gr. 8. In Leinw. geb. 

L Teil. Die algebraischen Kurven. Mit 142 Fig.auf 14 Tafebi. 1910. JC 18.— 

n. — Die transzendenten und die abgeleiteten Kurven. Mit 80 Fig. 
auf 6 Tafeln. 1911. Ui^ 14.— 

Das vorliegende Werk behandelt die Erzeugungs weisen, Gleichungen, 
Eigenschaften und die wichtigsten Sätze für eine ansehnliche Zahl spezieller 
Kurven; es bietet kurze Darlegungen der Theorie spezieller Kurvengruppen. 
Zahlreiche literarische und historische Quellennachweise ermöglichen es dem 
Leser, sich in der Literatur einer jeden Kurve zu orientieren; die vielen Figuren 
dienen nicht nur der Erläuterung des Textes, sondern bilden auch, indem sie 
in genauer Zeichnung die Gestalt der betrachteten Kurven klarlegen, eine 
wertvoUe Beigabe des Textes. 

Die zweite Auflage, die verhältnismäßig kurze Zeit nach dem Erscheinen 
des so beifällig aufgenommenen Werkes sich notwendig machte, ist der Über- 
sichtlichkeit und Handlichkeit wegen in zwei Bände getrennt. Nur wenige 
Seiten sind ohne Verbesserungen und Zusätze geblieben, da in der Zwischen- 
zeit die Theorie der speziellen ebenen Kurven manche bemerkenswerte Fort- 
schritte zu verzeichnen hat; die Figuren haben eine ziemliche Bereicherung 
erfahren. Größere Änderungen in dem I. Bande beziehen sich auf die Kurven 
fünfter Ordnung, die erheblich eingehender behandelt werden; die ihnen 
gewidmeten Seiten zeigen, daß unsere Kenntnisse über diese merkwürdigen 
geometrischen Gebüde mittlerweüe schon weiter gedrungen sind, als man ge- 
meinhin glaubt. Die neueren Arbeiten, dann auch die vielen brieflichen 
Mitteilungen, die dem Verfasser sowohl als auch dem deutschen Bearbeiter 
zugesandt wurden, sind dankend so weit als möglich berücksichtigt worden. 
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Verlag von B,S-Teubner In Leipzig und Berlin 
Vorlesungen über darstellende Geometrie, unter besonderer Beräcksichti- 

gong der Bedürfhisse der Technik. Von Dr. Guido Haiiok, weiland Professor an der 
Technischen Hochschule zu Berlin. Herausgegeben von Alfred Hauok, Direktor 
der Kgl. Realschule in Schönlanke. 2 Bände. Erster Band mit 660 Teztfiguren. 
gr. 8. 1912. Geh. J^ 10 . — , in Leinw. geb. JC12.— [Bd. 11 in Vorb.] 

Im Yorliegenden enten Bande werden die Grund- nnd Aofrifimethode, die axonometrisohe Methode, 
die' geometrisohen Yerwandtschaften, krummen Linien und Flftchen behandelt; der zweite Band soll die 
Zentralperspektiye und die Bohattenkonstruktionen enthalten. — Das Buch ist in erster Linie für den 
Studierenden der teohniBohen Hochschule bestimmt, eignet sich aber ebensogut für den angewandte 
Mathematik Studierenden, besonders auch lum Selbststudium. Dadurch, daA die Vorlesungen aus der 
jahrelangen Praxis eines Mannes heryorgegangen sind, der nicht nur als einer der gründlichsten Kenner 
und Forscher der darstellenden Geome^e, sondern auch als Meister der PädagogUc bekannt ist, dürfte 
das Werk sich schnell einen ersten Platz in der Fachliteratur erobern. 

Vorlesungen über darstellende Geometrie, von Prof. Dr. f. oaiwigk, 

Privatdozent an der Universität Marburg a. L. In 2 Bänden, gr. 8. In Leinw. geb. 

L Band. Die Methoden der Parallelprojektion. Mit 184 Figuren. 1911. M 18.— 
n. — Zentralprojektion. 1918. Mit Fig. ca. «/« 12.— 

Das Buch behandelt die darstellende Gteometrie in zwei Bänden. Der erste Band enthUt die 
Orthogonalprojektion mit Grund- und AnttiA, auAerdem besonders die schiefe Parallelperspektive, die 
Axonometrie und die kotierte Projektion. Die Axonometrie tritt in dem Buche ziemlich stark zurück. 
Nur das Wichtigste über die orthogonale axonometrische Projektion ist gebracht, und zwar mit entschieden 
Yorherrschendem mathematischen Interesse. Der zweite Band behandelt die Zentralprojektion, zuerst die 
Hauptmethoden der malerischen Perspektiye, dann die freie Perspektive und die ZentralkoUtneation in der 
Ebene mit Anwendungen auf die Kegelschnitte. Der zweite Band wird eine kurze Übersicht über die 
Entwicklung der darstellenden Geometrie bringen. Das Buch ist aus Vorlesungen heryorgegangen, die 
der Verfasser in Marburg seit über zehn Jahren hielt Ohne dafi es gerade beabsichtigt ist, umfaßt das 
Buch ungefUir den Stofl^ der im Unterricht an tedmisohen Hochschulen geboten wird. In manchen Punkten 
geht es darüber hinaus. 

Lehrbuch der darstellenden Geometrie für technische Hoch- 
schulen. Von Dr. Emil MSIIer, a. o. Professor an der E. K. Technischen Hoch- 
schule zn Wien In 2 Bänden, gr. 8. 

L Band. Mit 878 Figuren und 8 Tafeln. 1908. In Leinw. geb. M 19.— 
n. — Erstes Heft Mit 140 Figuren. 1912. Geh. M 4.40. 

Der erste Band behandelt auf Grund der Darstellung durch zugeordnete Normalrisse (Orthogo- 
nalprojektion auf zwei zueinander senkrechte Ebenen) die Elementaraufgaben und die Kurven und Flächen 
(abwickelbare Flftchen, Kugelflftche, Dreh- und Hchraubenflftchen, windschiefe und „graphische** Flftchen). 
Die Anpassung an das praktische technische Zeichnen zeigt sich in dem ersten Bande unter anderem darin, 
daß das Konstruieren mit Hilfe Ton Auf- und KreuzriB stets mitberücksiehtigt, die Verwendung der Pro- 
jektionsachsen und damit der Spurelemente yon Geraden und Ebenen yermieden wird, da£ femer bei 
zahlreichen Konstruktionen möglichst mit einem Bifi gearbeitet oder, besser gesagt, die yerwendeten 
anderen Bisse in jenen hio eingelegt werden. Das Konstruieren der Schatten an technischen Gtogenstftnden 
liefert, neben deren axonometrischer Darstellung, wohl den besten Übungsstoif zur Ausbildung der rftum- 
lichen Vorstellung in der beabsichtigten Bichtung. Hanptsftchlich ans diesem Grunde, neben ihrer prak- 
tischen Anwendung, erfahren die Schattenkonstruktionen eine eingehendere Behandlung als sonst in 
Lehrbüchern fthnlichen Umfange. 

Im ersten Heft des zweiten Bandes sind die für Bauingenieure so wichtige kotierte Projektion, 
die Dachausmittlung und die normale Axonometrie behandelt. Insbesondere dtlrfte in diesem 
Hefte noch klarer als im L Band, wo gar manches Theoretische gelehrt werden muAte, das Bestreben 
hervortreten, den Techniker, vor allem den Bauingenieur, in den ersten Semestern seines Hochschul- 
studiums mit jenen Darstellungsarten und graphischen Verfahren vertraut zu machen, die er in den 
praktischen Disziplinen der höheren Semester brauchen wird. Schon der Umstand, düB die kotierte 
Projektion bisher wohi in Icelnem Buoh in soioli enger Anielinung an die Praxis dargeiegt worden ist, 
düxfte auch manchen in der Praxis stehenden Ingenieur zum Ankauf dieses Heftes verlocken. 

Über die Theorie benachbarter Geraden und einen verallge- 
meinerten KrümmUngSbegrifT. Eine Ergänzung zn den Lebrbflchem über 
Differentialgeometrie. Von Dr. W. Franz Meyer, Geh. Reg.-Rat, Prof. in Königs- 
berg i. Pr. Mit 6 Fig. gr. 8. 1911. Geh. J^ 8. — , in Leinwand geb. JC 9.^ 

In dieser Schrift wird die Theorie benachharter Geraden, die man sich durch die Punkte einer 
Raumkurve gelegt denkt, eingehend untersucht. Gewisse, mit benachbarten Geraden oxganisch verbundene 
Abstände werden zu dem Behuf nach Potenzen des Bogenelements der Kurve entwickelt. Dadurch wird ein 
verallgemeinerter KrtLmmungsbegriff, ein neuer und zugleich präziser Aufbau der Flächentheorie ermöglicht. 
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Verlag von B, G.Teubner in Leipzig und Berlin 
Vorlesungen über projektive Geometrie, von Dr. Fenerigo Enriques, 

Professor an der Universität Bologna. Autorisierte dentsche Ausgabe von Dr. 
Hermann Fleiecher in Königsberg i. Pr. Mit einem Einführungswort von F. Klein 
und 187 Figuren, gr. 8. 1903. Geh. JC 8.—, in Leinw. geb. JC ^.— 

Inhalt: Einleitung. — Fandameutule Stttse. — Goseti der DnaUt&i - Einleitende S&tse. - 
Hannonisohe Gruppen. — Das Axiom der Stetigkeit und seine Anwendungen. — Der Fnndamentalsats 
der Projektivitftt — ProjektiTitttt Ewischen Gebilden erster Stufe. — Involation in Gebilden erster Stufe. 
— Projektiritäten iwisohen Gebilden «weiter Stufe. — Die Kegelschnitte. — FrojektivitAt swisohen Kegel- 
■ohnitten. — Bestimmte Aufgaben. — Eigenschaften der Brennpunkte der Kegelschnitte. — Die metrisehen 
Eigenschaften der Kegel i weiten Grades. — Projektivität zwischen Gebilden dritter Stufe. — Anhang: 
Gruppen Ton ProjektiTitäten. Abstrakte Geometrie. Transformationen des Baumes, die Kugeln in Kugeln 
▼erwandeln. Projektive Koordinaten. Imaginäre Elemente. Historisch-kritische Notii tlber die Entstehung 
der Fundamentalbegriife der projektiven Geometrie. 

„Das Torliegeude Werk ist jedenfalls eine sehr wertvolle Bereicherung der deutschen Lehrbuch- 
literatur. Der Verfasser hat es verstanden, axiomatisohe Strenge in der BegrtLndung und dem Aufbau 
anauwenden nnd trotsdem die Lektüre auch fftr den Anfänger recht verständlich und anregend zu gestalten.** 

(Jahrbuch über die Fortschritte der Hathematilu) 

Lehrbuch der elementaren praktischen Geometrie (Vermessungs- 
kunde). Band I: Feldmessen und Nivellieren. Von Dr. L Hammer, Professor 
an der Kgl. Technischen Hochschnle in Stuttgart. Mit 500 Figuren, gr. 8. Geh. 
JC 22. — , in Leinwand geb. JC 24, — . [Band 11 in Vorbereitung.] 

„Das Werk betont tiberall den Wert eines verständigen, planmäBigen Ineinandergreifens von Theorie 
nnd praktischer Vermessungstechnik. Es werden stets die Fehler betont, die in der Kegel von AnfiLngem 
begangen werden, und Mittel bezeichnet, die eine möglichst große Sicherheit der Resultate verbürgen. Fflr 
jeden Banfachmann, der mit Aufgaben aus dem Gebiet des Feldmeasens und Nivellierens beschäftigt ist, 
bietet sich in dem schönen Werk ein ausgeseichnetes Lehr- und Handbuch, das Über alle Fragen des 
Ctobietes eine systematische Übersicht gewährt** (Deutsche Bauhütte.) 

Encyklopädie der Elementar-Mathematik. Ein Handbuch für Lehrer 

und Studierende von Dr. H. Weber und Dr. J. Welletein, Professoren an der Uni- 
yersität Straßburg i. Eis. In drei Bänden, gr. 8. In Leinwand geb. 
LBand: Elementare Algebra und Analysfs. Bearbeitet von H. Weber. 3. Aufl. Mit 40 Fig. 1909. »^10.— 
n. » Elemente der Geometrie. Bearbeitet von H. Weber, J. Wellstein und W. JacobsthaL 

2. Auflage. Mit 861 Figuren. 1907. JLVi.'- 
TEL ~ Anpewaiidte Elementar-Mathematik. In 2 Teilen. 3. Auflage. L Teil: Mathematische Physik 
Mit einem Buch über Maxima und Minima von H. Weber und J. Wellstein. Bearbeitet von 
BudolphH. Weber. Mit 254 Figuren. 1911. .iC 12.— IL Teil: Darstellende Geometrie, 
grap'hisohe Statik, Wahrscheinlichkeitsrechnung, politische Arithmetik 
nnd Astronomie. Bearbeitet von J. Wellstein, H. Weber, H. Bleicher und J. Bau- 
schi ng er. Mit 271 Figuren. 1Ü12. ^14.— 
Das Werk verfolgt das Ziel, den Lehrer auf einen wissenschaftlichen Standpunkt zu stellen, 
von dem aus er imstande ist, das, was er lu lehren hat, tiefer au erkennen nnd zu erfassen und damit 
den Wert dieser Lehren für die allgemeine Geistesbildung zu erhöhen. — Das Ziel dieser Arbeit ist nicht 
In der Vergrößerung des Umfanges der Elementar-Mathematik zu ersehen oder in der Einkleidung höherer 
Probleme in ein elementares Gewand, sondern in einer strengen Begründung und leicht faßlichen Darlegung 
der Elemente. Das Werk ist nicht sowohl fü.r den Schüler selbst als fflr den Lehrer und Studierenden be- 
stimmt, die neben Jenen fundamentalen Betrachtungen auch eine für den praktischen Gebrauch ntltzliche, 
wohlgeordnete Zusammenstellung der wichtigsten Algorithmen und Probleme darin finden werden. 

Physik in graphischen Darstellungen, von aeh. Ho&at Dr. Feiix 

Auerbach, Professor a. d. üniv. Jena. 1S73 Fig. auf 213 Tafeln. Mit Text 

1912. Geh. JC 9.—, in Leinw. geb. JC 10.— 

Ein neuer und eigenartiger Versuch, die Gesetze der exakten Naturlehre graphisch in Gestalt 
von Kurven oder ähnlichen geometrischen Gebilden darzustellen, ein Versuch, den man in jeder Hin- 
sicht als gelungen bezeichnen kann. Das Buch gibt in graphischer Daivtellnng eine auf der Höhe 
des modernen Standpunktes stehende Auslese des Wichtigsten und Interessantosten aus dem Gesamt- 
gebiete der Physik und ihrer Nachbarwissenschaften. 

Taschenbuch für Mathematiker und Physiker unter Mitwirkung zahl- 

reicher Fachgelehrter herausgegeben von Felix Auerbach und Rudolf Rothe. IL. Jahr- 
gang 1910/11. Mit einem Bildnis Hermann Minkowskis. 8. In Leinwand geb. 
JL 1. — . in. Jahrgang. 1913/14. Mit einem Bildnis Fr. Kohlrauschs. In Lein- 
wand geb. .^ 6.— 

„...Die Beiohhaltigkeit nnd Vielseitigkeit, die sich sehr beim Durchblättern leigen, und die 
OediegenJieit des Inhaltes, die sich dem eingehenderen Studium erschlieBt, machen im Verein mit der 
übersichtlichen Stoffanordnung das Taschenbuch zu einem Orientierungsmittel von großer Verwendbarkeit 
und Zuverlässigkeit; jedem Freunde der exakten Wissenschaften kann daher die An«chaffung des vorzttg- 
liohen Buches angelegentUoh empfohlen werden.** (NaturwissMSOhaftliohe Woohensohrift.) 



Digitized by 



Google 



Verlag von B, G, Teubner in Leipzig und Berlin 

Mathematisch-physikalische Schriften 
für Ingenieure und Studierende 

Herausgegeben von E. Jahnke. 

Die Sammlung: setzt sich zum Ziel, kurze Darstellungen zu bieten, welche für ein engbegrenztes 
Gebiet die mathematischen Methoden einfach und leichtfaßlich ableiten und deren Verwendbarkeit in 
den einzelnen Teilen von Physik und Technik aufdecken. Dabei ist Vollständigkeit der Beweisfüh- 
rung nicht erstrebt, vielmehr wird besonderer Wert darauf gelegt, Dinge, die für die Anwendungen 
von Wichtigkeit sind, nicht zugunsten wissenschaftlicher Strenge zurücktreten zu lassen. Die Dar- 
stellung der einzelnen Gebiete ist so gehalten, daß jede ein abgeschlossenes Ganzes für sich bildet. 
I. Einführung in die Theorie des Magnetismus. Von Dr. R. Gans, Professor an der 
Universität La Plata. Mit 40 Fig. [VI u.llOS.) 1908. Steif geh. M. 2.40, in Lein w. geb. M. 2.80. 
II. Elektromagnetische Ausgleichsvorgänge in Freileitungen und Kabeln. 
Von K.W.Wagner, KaiserL Telegr. Ingenieur in Charlottenburg. Mit 23 Figuren. [IV u. 
109 S.] 1908. Steif geh. M. 2.40, fn Leinwand geb. M. 2.80. 
in. Einführung in die Maxwellsche Theorie der Elektrizität und des Magnetis- 
mus. Von Dr. GL Schaef er, a. 0. Professor an der Universität Breslau. Mit Bildnis J. C. Maz- 
wells und 32 Figuren. [VIII u. 174 S.| 1908. Steif geh. M. 3.40, in Leinwand geb. M. 3.80. 
IV. Die Theorie der Besselschen Funktionen. Von Dr. P. Schafheitlin, Professor 
am Sophien -Realgymnasium zu Berlin. Mit 1 Figurentafel. [V u. 129 S.] 1908. Steif geh. 
M. 2.80, in Leinwand geb. M. 3.20. 
V. Punktionentafeln mit Formeln und Kurven. Von Dr. E. Jahnke, Professor an der 
KgL Bergakademie zu Berlin, und F. Bmde, Prof. a. d. Bergakademie in Klausthal i./H. Mit 
53 Figuren. IXII u.l76S.| gr.8. 1909. In Leinwand geb. M. 6.— 
VL 1 u. 2. Die vektoranalysis und ihre Anwendung in der theoretischen Physik. 
Von Dr. W. v. Ignato wsky, Privatdoz. a. d. Univ. Berlin. In 2 Teilen. 

I. Teil. Die Vektoranalysis. Mit 27 Figuren. [VIII u. 112 S.] 1909. Steif geh. M. 2.60, 

in Leinwand geb. M. 3.— 

II. — Anwendung der Vektoranalysis in der theoretischen Physik. Mit 14 Figuren. 

[IV u. 123 S.] 1910. Steif geh. M. 2.60. in Leinwand geb. M. 3.- 
VIL Theorie der Kräftepläne. Von Dr. H. E. Timerding, Professor an der Technischen 

Hochschule zu Braunschweig. Mit 46 Figuren. [VI u. 99 S.j 1910. Steif geh. M. 2.60, 

in Leinwand geb. M. 3.— 
VIII. MathematischeTheorie der astronomischenFinsternisse. VonDr.P.Schwahn, 

Direktor der Gesellschaft und Sternwarte „Urania" in Berlin. Mit 20 Fig. [VI u. 128 S.] 8. 

1910. Steif geh. M. 3.20, in Leinwand geb. M- 3.60. 

IX. Die Determinanten. Von Geh. Hofrat Dr. E. N e 1 1 o , Professor an der Universität Gießen. 
(VI u. 130 S.j 8. 1910. Steif geh. M. 3.20, in Leinwand geb. M. 3.60. 

X. 1. Einführung in die kinetische Theorie der Oase. Von Dr. A. Byk, Professor 
an der Universität und der Technischen Hochschule zu Berlin. 2 Teile. 

L Teil: Die idealen Gase. Mit 14 Figuren. [V u. 102 S.J 1910. Steif geh. M. 2.80, 
in Leinwand geb. M. 3.20. 
XL 1. Grundzflge der mathematisch-physikalischen Akustik. VonDr. A.Kalähne, 
Professor an der Technischen Hochschule zu Danzig. 2 Teile. 
I. Teil: [VII u. 144 S.] 1910. Steif geh. M. 3.20, in Leinwand geb. M. 3.60. II. Teil in Vorb. 

XII. Die Theorie der Wechselströme. Von Professor Dr. E. Orlicb, Mitglied der physi- 
kalisch-technischen Reichsanstalt zu Charlottenburg. Mit 37 Figuren. [IV u. 94 S.] 1912. 
Steif geh. M. 2.40, in Leinwand geb. M. 2.80. 

XIIL Theorie der elliptischen Funktionen. Von Dr. Martin Krause unter Mitwirkung 
von Dr. Emil Naetsch, Professoren an der Technischen Hochschule zu Dresden. Mit 
25 Figuren. [VII u. 186 S.j 1912. Steif geh. M. 3.60, in Leinwand geb. M. 4.- 

XIV. Konforme Abbildung. Von weil. Oberlehrer Leo Lewent. Herausg. von Prof. Eugen 
Jahnke. Mit einem Beitrag von Dr. W i 1 h. B 1 a s c h k e , Privatdozent an der Universität Greifs- 
wald. Mit 40 Abbildungen. [VI u. 118 S.j 1912. Steif geh. M. 2.80, in Leinw. geb. M. 3.20. 

XV. Die; mathematischen Instrumente. Von Professor Dr. A. Galle in Potsdam. Mit 
86 Abbildungen. [VI u. 187 S.) 1912. Steif geh. M. 4.40, in Leinw. geb. M. 4.80. 

XVI. Dispersion und Absorption des Licntes in ruhenden isotropen Körpern. 
Theorie und ihre Polgerungen. Von Dr. D. A. Gold harn m er, Professor an der Universität 
Kasan. [VI u. 144 S.] gr. 8. 1912. Steif geh. M. 3.60, in Leinw. geb. M. 4.— 

In Vorbereitung bzw. unter der Presse (*) befinden sich zunächst folgende weitere Bändchen: 

Matschoß, aus der Berufsgeschichte des In- 
genieurs an Hand seiner Werke. 



D e b y e , die Randwertaufgaben i. d. theor. Physik. 

Gans. Potentialtheorie. 

Grübler, Getriebelehre. 

Grüneisen, Schwin^ngsprobleme. 

V.Kar man, Festigkeitsprobleme der modernen 
Maschinentechnik. 

Krüger, Thermoelektrizität. 

Lichtenstein, über Berechnung spezieller 
elektrischer und magnetischer Felder. (2 Teile.) 

Marcolongo, Einführung in die Elastizitäts- 
theorie. (2 Teile.) 



V. M i s e s , technische Hydromechanik. (2 Teile.) 
Möller, Grundlagen d.Zeit-u.Ortsbestimmungen. 
Rogowski, die Streuung des Transformators. 
Rothe, die Fourierschen Reihen. 

die partiellen Differentialgleichungen. 

Rümelin, Theorie der Ionisation der Gase. 

(2 Teile.) 
Timpe, ausgewählte Spannungsprobleme des 

Bauingenieurs. 
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